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RECHERCGHES

SUR

LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION T,

ET

SUR CERTAINES INTEGRALES DEFINIES QUI EN DEPENDENT.

Le présent mémoire a pour objet certaines transformations de la fonction
log (1), ou d’une autre fonction que les géomeétres ont introduite dans
I'étude de la premiére, et que la plupart d’entre eux désignent par o(u). Le
caractére principal de ces transformations est Pintroduction, dans les inté-
grales définies que comporte cette théorie, des fonctions trigonométriques,
au lien des exponentielles qui y figurent habituellement.

Ce changement de forme présente de nombreux avantages. Ainsi, une
premiére transformation de cette espéce, appliquée aux intégrales que Cauchy
a rencontrées dans le développement de la fonction (), nous a conduit trés-
simplement aux séries les plus remarquables obtenues par les géométres, et
a plusieurs autres nouvelles. Non-seulement la série de Gudermann, les deux
séries de Binet avec I'expression du reste, d’autres plus générales, ressortent
naturellement de la formule obtenue , mais la série de Stirling avee de nou-
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velles formes pour le reste, et 'élégante série périodique de M. Kummer.
Ainsi se trouvent rattachées & un principe unique des séries obtenues géné-
ralement par des procédés fort différents.

Une autre expression de l'intégrale définie qui représente la fonction @ (x)
a 616 obtenue par le théoréme de Cauchy sur les intégrales étendues & un
contour fermé. Cette transformation nous a conduit aux valeurs d’un certain
nombre d'intégrales définies, la plupart nouvelles, et dont quelques-unes
nous paraissent intéressantes.

En outre, cette seconde expression nous a permis de mettre sous une
forme nouvelle I'intégrale qui représente la fonction log T'(¢2) elle-méme. Par
la, non-seulement on rattache  cette transcendante des intégrales définies
qui, au premier abord, en paraissent assez indépendantes ; mais, ainsi modi-
fiée, lexpression de log T' () se préte, mieux peut-étre que toute autre, ala
démonstration des propriétés essentielles de I'intégrale eulérienne T ().



PREMIERE PARTIE,

§ L

SUR LA SERIE DE GUDERMANN.

1. Depuis que Binet (*) et Cauchy (**) ont mis le logarithme de la fonc-
tion I' () sous la forme suivante :

1 1
M. - - - . @ l.I‘(y)=§1.97r+(y.—-:-)-)].,u—,u—l-m'(y),

dans laquelle 1. désigne le logarithme népérien, et o(u) l'intégrale définie

2 ( ”( 1 1 4)e":‘“‘dac
3 T — e = | i,
A =ie] / e*—1 x 2/ x

0

la fonction @ () a été développée de bien des maniéres en séries conver-
gentes. Parmi les formules obtenues par les géométres, I'une des plus célé-
bres est celle de Gudermann (**). Je me propose de montrer ici que la

(*) Journal de I’Ecole polytechnique, 27™ cah., p. 243.
() Exercices d’analyse et de physique mathématique, t. 11, p. 386.
() Journal de Crelle, t. XXIX, p. 209.
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propriété de la fonction a(p) de s'évanouir pour =0, propriété qui se voit
3 1a simple inspection de I'équation (2), étant combinée avec la relation
fondamentale

(3) « o e e e e e e e r(e+1)=pl'(),

suffit pour conduire trés-simplement 4 la série de Gudermann avec I'expres-
sion du reste complémentaire.
On tire, en effet, de la relation précédente

LT(p +1)=LT(g) + L g,

et, en remplacant 1. T'(« + 1), 1. T () par leurs valeurs déduites de la for-

mule (1), 1

cr(y.)-—-u(y+1)=(y.+—;—)l. (1 +;)—1.

Changeons y en ¢ + &, k désignant un nombre entier quelconque; il vient

1
c(,u-i—k)—z:r(y-+k+1)=(,u+k+§)l.(1+#+k)—'1,

puis, si nous faisons successivement k=0, 1, 2, ..., n et ajoutons membre
4 membre,

m(y)=§j[(g+k+é)l. (4 +;—_1‘_—k> —-l]+a(y+1z+1).

Lorsque n croit indéfiniment, @(u 4 n <~ 1) a pour limite zéro, d’aprés
I'observation faite ci-dessus ; donc la série est convergente et I'on a

) v(ﬁ)=§[(y+k+%>l.(1+F:_k)—1],

ce qui est la formule de Gudermann (*).
Il suit de la démonstration précédente que le resie, aprés le n™ terme, est

=f 1 1 1) e—tmine
U(H+n)=/ (e‘—4_5+_5) z it
0

(*) On peut consulter, sur la série de Gudermann, deux notes de MM. Serret et O. Bonnet,
Comptes rendus de I’Académie des sciences , t. L, pp. 662 et 862.
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2. La série de Gudermann conduit & une expression de la fonction I'(x)
sous forme d’un produit infini, expression de laquelle il est facile de tirer
celle que Gauss avait adoptée comme définition de cette fonction.

On reconnait d’abord sans peine que

k=n l
D R L I e e | S R

+nl.(y+n+d)-—‘§l.(y+k),
d’ou
1 o 1 =
u(p.):—-(y.—l-:j) l.y+lun.[<p+n+§)l.(y+n+ 1) — (n+ 1)—-—2{1.@4—/:)],

la limite se rapportant & # indéfiniment croissant.
Mais comme I'on a

1 1 I 1 I
(y +n +—) L(e+n+ 1)=(,u+ n -+ -)].n+ (1.1--0-—) I.<1 . ) +nl (1 .;J_H'_),
2 2 2 n n
et que, dans le second membre de cette équation, le deuxiéme terme et le
troisiéme ont respectivement pour limites zéro et x =+ 1, la valeur de w(p)
se transforme comme il suit :

k=n

| =
u’(y.):-——<p+l)].p+y+lim.[(p+n+—) l.n-—n—zl.(p+/c):l,
2 2 =

et la formule (1) devient

’ ' np.+n+§e—n
l.F(P)=-§I.°21r——-l.y+lmz.l. e NE e .

Passant des logarithmes aux nombres, on a enfin

n[l-—rn—}-;- e -n .

(e + 1) e (p + n)

y (limen=00).

. ... P(p):ﬁlim.“

3. L’équation (4) est bien facile 4 établir, la formule de Stirling étant
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admise. En effet, d'aprés une relation connue qui se déduit immédiatement
de la relation («), on a, pour un entier n aussi grand qu'on le veut,

Tp+n+1)
T e t) . (prn)

T'(p)

La formule de Stirling donne dailleurs
1
T(e+n+1)= V2 (e +n + YT Tt (] 4 ),

« tendant vers zéro quand n devient infini; d’od encore, a cause de

1
#+u+;=n#+n+§(1 LEE 1)’“'5 (1 . 1)"’
n

(r +7n+1)

et des égalités

+1 ."’+3 1\*
lim (4 +L—) 2=1, lim (4 +i:_——) =eMt, pourn=cwx,
n n
on a
oo fnEg :
Tp+n+1)=V2n le"(1+¢),

¢’ convergeant vers zéro. La valeur de I' (i) peut donc s'écrire, si I'on fait
croitre n indéfiniment,

1
L

=V 2 fies w(s+1) o (& + n)’

ce qui nous rameéne a la formule (4).
4. La formule de Stirling donne encore, ¢/ étant infiniment petit,

1.2.3..n= \/2—1rn"+%e"‘ (1 +¢€"),
d’ou la relation (4) prend la forme

1.2.3..
T () =lim - 2.0

“(#4— 1)—(;—4_—11)7#&, (limn:oo),
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et nous retrouvons ici 'expression de I'(x) sous forme de produit infini dont
Gauss a fait un usage si remarquable.

Je ne pense pas que ces relations si simples, entre I'équation T'(u +1)=pT'(u),
la série de Gudermann, la formule de Stirling et celle de Gauss, aient été
signalées jusqu’ici, non plus que la remarque suivante :

Daprés I'équation (4), on a, pour de trés-grandes valeurs de n, quel que
80t g, :

Pty

—n e

plp +1) . (g + n)=V"2r T

Cette relation, plus générale que celle de Stirling, permettra donc d’éva-
luer par approximation le produit u(x + 1).... (x -+ n), au moyen de la
transcendante I'(i), dont on a des tables. Ainsi, pour =g, on aura r(H=Vr,
et I'égalité précédente nous donnera, réductions faites,

1.5.5...(2n + 1) =V"2 2ny+te™,

n étant un nombre entier trés-grand.

§ IL

SUR LA CONSTANTE D’EULER.

3. Des formules
N =/';/"—‘e"‘dx, I (p) =ﬁf‘“e—’ I xdex,
0 1]
on déduit, en posant p=1,

(1) d.1.T(x) _ . .
W=[ 5 :L_‘._B/Ne 1. xda;

~

ou, G désignant la constante d’Euler,

— U= °°"z].d.
C 6/8 xdx

Tome XLI.
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Mais on a

e~ *dx
fe"l.xdx=—-e*’l.x+f s
x

et par suite, ¢ désignant toujours une quantité positive et infiniment petite,

® o —zd
/e”l.xdx_——e—‘l.s—i—/ t—
X
€

€

Comme dailleurs (¢=* — 1) 1. < a pour limite zéro, on peut remplacer
el e par | ¢, et écrire

() « « + = & -—C=1im.</ (r:dx-a—l.e), (lim.e = 0).
£

Cette formule, qui justifie celle que Bidone a donnée dans les Mémoires
de Turin pour 1812, se tire aussi trés-facilement de I'expression de d‘;i(“ )

trouvée par Dirichlet.
Si, « 6tant une constante positive, I'on remplace dans I'équation (1)« par g,

et si I'on observe que
/‘“a e~ dx /‘“’ e~ dx
X . X ’
ag €
on aura cette autre égalité :

— C=lim. (/ Ldm + L ae) .
m .

€

Enfin, I'on peut encore combiner avec cette équation la suivante, qui est

connue () :
“e~% — cos ax
[ e,

]

et 'on aura la formule souvent utile

@. . . _C=lim.</' cosaxdx+l.as).
x
€

ezV=l

(*) On y parvient trés-simplement en intégrant la fonction £~—dz le long d’un contour
fermé composé 1° de I'axe des x positifs; 2° d'un quart de circonférence de rayon indéfiniment
croissant; 5° de I'axe des ¥ positifs; 4° d’un quart de circonférence de rayon infiniment petit
autour de lorigine.




DE LA FONCTION r. 1
D’ou

= co§ ax
I / ‘i dr=—(C+ L ag),
E

en négligeant une quantité qui tend vers zéro en méme temps que e.
L'équation (3) revient aussi & une formule de Bidone.

§ IIL.

TRANSFORMATION ET DEVELOPPEMENT DE @(u).

6. Cauchy a fait voir qu'en remplagant, dans I'équation (2) du § I*, la
fonction

par son developpement en série converuente savoir

1 n=w

1 1 »2
es— 1 ;v 9 M=, nar+a:’

on obtient la série convergente

e~=d
O ‘“(“)=22f/mn+xx*

n=1

D’autre part, de I'égalité

w a
/e”’sin azdz =——, (x>0),
a + X

0

(") Cauchy, Exercices d’Analyse, t.1I, p.593. — Voy: Limbourg, Thévrie de la fonction

Gamma, p. 46.
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on déduit sans peine celle-ci :

» e—il-z‘(lx 1 0 © . 1 w. #
/ = = e~ dx e—* sin azdz = — sin azdz e+ o
. G+ a . @
[ h 0 fy K
e~ Fidy 1 /“ sin azdz R
et +xt o« ®+Z
0

0

ou bien

Si done nous remplacons a par 2nz, et si nous substituons dans expres-
sion de @ (1), celle-ci deviendra

1°53°1 sin Z?l'u
(2)........5(9——2‘/

Taz=a N p+z

Cest de cette forme nouvelle, donnée a la transcendante (), que nous
allons maintenant déduire diverses conséquences remarquables.

7. Observons d’abord que I'équation (2) peut s’écrire ainsi :

1 oz ® sin 2nrs
=1 T
™ g4z \ = n

Or, la série qui figure sous le signe /" est facile & sommer. On sait, en
effet, que pour toute valeur de u comprise entre zéro et 2z, I'on a

=2 innu 0w u
= on 2 2

(*) Voy. Meyer, Intégrales définies, p. 565. Cette formule, & laquelle M. Schlémilch est par-
venu un peu moins simplement (Analytische Studien, t. 1I, p. 146), s'obtient encore comme
il suit : Si, dans la derniére équation de la page 43 de mon Meémoire sur la diffraction, on

pose A=1, on trouve
f / sin ay
z=- COs A ~+

a*+ x? 2a
0
* sin 1 7 e

(/] sin cy 1 sin ey

——dy =~ —d J-——- dy,
/ a—y “;,/ a-+y y+a./ a? —
0

et, en remplacant cette derniére intégrale par sa valeur connue — Z cos aa, on retombera sur
la formule du texte.

Mais on a




DE LA FONCTION 1. 13

et comme le premier membre est une fonction périodique de u, & période 2,
on aura, pour toute valeur de u comprise entre 2k et 2 (k + 1) =, k dési-
gnant un nombre entier quelconque,

n==gsinpu =z u—2%r 2&k+1 u
A —_ o—
“ on 2 ) 2 2

Donc aussi, pour toute valeur de z comprise entre £ et & + 1,

"§"’ sin 2nmz o«
ps ———:S(‘.)k+'1—‘_’z).
n=1 n £

(3)

Décomposons I'intégrale ci-dessus en une infinité d’autres, ayant respec-
-~ tivement pour limites 0 et 1, 1 et 2, 2 et 3, etc., puisque I'on a

» 1 2 3
=S [
o 0 I g .

et remplacons, dans chacune de ces intégrales, la fonction = == par la
valeur correspondante fournie par I'équation (3). Nous aurons évidemment

M1 — 2= }(5 —2z 1 3(5 — 2z) dz
w(#)=1/(—1——)dz+cl)/‘ (—a——)dz+— ( + ey

p+ =z 2 w+ 2z 2 w4+ Z
3

1 k== 19k + 1 — 22)dz
sw=33 [ ’

s+ Z

sin 2n7s

ou bien

ou enfin, en remplacant z par k + % sous le signe d'intégration, afin d’avoir
pour limites zéro et 'unité,

1
(£—x>(lx

k=w 2
. - L
P ‘3(#)_20 w+k+x

La transformation précédente présente ceci de remarquable, que la fone-
tion & (x), qui, dans les équations (1) et (2), était exprimée par une séric
composée d'intégrales transcendantes, se trouve, dans I'équation (%), repré-
sentée par une série composée d'intégrales définies & différentielles ration-
nelles. La convergence de cette série résulte de la démonstration méme.
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8. La formule (4) donne immédiatement la série de Gudermann. En effet,

=)

—-——X

(2 1 v dx g ( 1) (;L+k+'1)
S | o — [ dx= k+—| 1L )
y.+k+xd1 (#+A+2)./',u+k+w / x P‘+ +9 PL+I€ l’

.
0 0

ce qui est la série de Gudermann.
De méme, si dans l'intégrale qui précéde on développe la fonction

1

u+k+x

suivant les puissances ascendantes de x, on obtient la série donnée par
Cauchy (*), ce qui noffre ici que peu d'intérét, puisque cette série n’est
qu’une simple transformation de la série de Gudermann **).

Mais, ce qui est plus curieux, Péquation (%) conduit aussi immédiatement
a la série double de Binet (***). En effet, posant

z=1—z, dx=—dz,
on trouve
i 1
1 1
(§—x> dx (z—é) dz
evk+z @+k+1)—z

0 0

et comme z est égal ou inférieur & I'unité, on a en série convergente

1 1 z z*
— 1 4+ — ees o
(p+k+r1)—2z ,u+k+1[ y-+k+'l+(y.+k+‘l)2+ ]’

(*) Exercices d’Analyse, t. 11, p. 388, équation (). Dans un rapport sur un travail de
M. De Tilly, jai attribué cette série 2 Féaux, d’aprés Gudermann (Journal de Crelle, t. XXIX,
p- 209), mais le mémoire de Cauchy est antérieur.

(**) Limbourg, Théorie de la fonction Gamma, p. 62.

(***) Journal de UEcole polytechnique , 27™¢ Cahier, p. 226. — Voy. aussi Cauchy, Mém. cité,
p- 588.
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d'ou, substituant et observant que

on obtient

! 1
(z—§> @

['1 1 2 1 3 1
_— | — Q—Q—_—— - ——— ————— e
(p+k+1)—z 2125(@p+k+1) E)./lf(‘ll+lc+'1)"+4-.5([;+k+‘1)‘+

Transportant cette valeur de I'intégrale dans I'équation (%), et groupant
ensemble les termes affectés des mémes facteurs numériques, ce qui n’offre
aucune difficulté puisque tous les termes sont positifs, nous obtiendrons la

série de Binet :

6 ()—1 '1 lim ’l 2 Ic§¢: l
©. - - “”"2[9.3 (;4+/c+4)*+5.4,::0(;;+k+1)3+'"]'

k=0

9. L'équation (%) conduit facilement & des séries nouvelles, notablement
plus convergentes que les précédentes. Posons, dans P'intégrale qui figure
sous le signe sommatoire,

—-—— =2z,
)
d'ou
dx=—dz
Nous aurons
'(1 + : =
92 x) zdz zdz zdz
P il B TR 1 1 ’
pti ) O —)—z
R I s T G
ou, en changeant z en — 2 dans cette derniére intégrale,
' 4 :
;% dx ’ 1 2%z
= — ——— zdz=2 e :
p+k+x 1 i ( _> —z
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- ’ 1 roe . ) X
Mais, = étant compris entre zéro et ,, on a, en série toujours convergente,

1 1 ' z =t .
= b — e+ |}

NV k 1y u+/‘+12 +l~+1‘
‘LL+,€+-5 —= g+ +§ ! Yy rrEE+y

et, par suite,

L

1
= — - - wee
52+ 2k + 17 B2+ 2k+ 1) T2+ k1)

Substituant dans la valeur de & () et groupant les termes différemment,
nous aurons

7 i w2 1 1 g 1 1 = 1

: =y 4 - e — v i o —_—
@) = (e 520 (e + 2k +1)* B (2 + 2k + 1) T (2p 4+ 2k + 1)
série assez convergente lorsque . est un peu considérable.

La relation (7) renferme diverses conséquences curieuses. Par exemple,
1
posons z = 3; nous trouverons

A 1 e
”(5)'?2’20 Ty e

]

ou, plus simplement,

Mais on sait que

B, B,, ..., B,,... désignant les nombres de Bernoulli. Substituant dans
I’équation ci-dessus, remplacant a( 35) par sa valeur connue, qui est %(l—l. 2),
nous trouverons cette formule curieuse :

n* =t &

B, 4 B T
2.5 ' 1.2.5.4.5 " 1.2.5.4.5.6.7

1—12=
1

Bs+ ...,
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qui associe les nombres bernoulliens, le nombre = et le logarithme népérien
de 2 dans une méme équation.

Si I'on remplacait, dans cette égalité, les nombres B, par leurs expres-
sions sous forme d’intégrales définies, données par Plana, on retomberait,
aprés quelques transformations, sur une identité.

10. L’intégration par partie, appliquée a la formule (4), conduit & d’autres
séries convergentes pour le développement de = (i). On a, en effet,

2idz
1\* 3
(# + k + 7)) —z’]

et ainsi de suite. Le dernier terme tend vers zéro quand I'opération se pro-
. , . . yoe o 1
longe indéfiniment, parce que z reste inférieur & 3.
On a donc, en série convergente,

E]

: zidz o 1 1 1 o
' 1\* 2_5.25(#+/c)(‘u.+k+1) 5.5.28(+k?(p+k+1)
p.+/c+§ —=z
0 1.2 1
—_— e — seiee
5.5.7.2° (p+kP(p+k+1P

Substituons cette valeur de I'intégrale dans la formule

4
H

22z

1\2?
i=0 2
<y+k+ f__)) z

>

et observons que, la série qui représente Iintégrale définie restant conver-
gente lorsqu’on réduit ses différents termes a leurs valeurs absolues, il est
permis de grouper ensemble les termes de méme rang.

Toxe XLI 3
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Nous aurons

1 1 1 » 1

] £
'ﬁ<y)=;5_:—§*2(; (@ + k) (£ +k+ 1) 5.5.95 % (p+ kP (p + B+ 1P
(8) 1.2 - 1 1.2.3 En 1 (t
_ e
\ BT G R ke 1P 5.5.7.9.2 % (v (e k1) )

Les termes étant alternativement positifs et négatifs, et toujours décrois-
sants, I'erreur commise lorsqu’on arréte la série en un point quelconque est
toujours moindre que le premier terme négligé.

Cette série, comme toutes les précédentes, converge d’autant plus rapi-
dement que x a une valeur plus grande.

§ IV.

DEVELOPPEMENT DE () (Suite).

11. On doit & Binet une série remarquable pour représenter la fonc-
tion & (u), série que Cauchy a retrouvée par une analyse savante, mais assez
pénible (**). Notre formule (4) du § III conduit avec une extréme facilité a
la série de Binet, ainsi qua I'expression du reste de cette série, ce qui
n’avait été obtenu jusqu'ici que pour des valeurs entiéres de p.

On démontre sans peine l'identité suivante, due & Stirling (***) :

1 1 @ a(1—a) _d(l—a).(n1—e) a(1—a)...(n—a)

u+a  uw  uu+1)  w(u+1)(u+2) u(u+1)..(u+n) u(u+4)...(u+n)(u+a).

(*) D’aprés une formule que nous aurons ’occasion de citer plus loin, le premier terme de
cette suite se réduit & 5.

(**) Binet, Journal de Ecole polytechnique, 27 cahier, p. 226. — Cauchy, Mém. cité,
p. 589. — Voy. encore, sur cette série de Binet: Limbourg, p. 65. — Genocchi, Bull. de I’Acad.
roy. de Belgique, t. XXII, 2™ partie, p. 392. — De Tilly, méme collection , t. XXXV, 2=* série,
p. 30.

(*™*) Voy., par exemple; la note de M. Genocchi, citée plus haut.
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SilPony fait u=p—+ £k, a=2x, elle devient

1 ot x x(1 —x)
rak+rz mvk Erk(prk+vl) @ErkhErkrd)(erk+v2)
z(1—x)(2—x)..(n—1—x) (1 —x)..(n—1x)
o (e + k) (e +Fk4-1) .. (u+ k+n) - (,4[+lc)(y._+k+4):(-;;:|—k+n)(#+}c—-;;).

De la nous tirons

TRy *( 1)1 1 /ﬂ ( 1>d
= :— = | de — x|(x—=|dx
w+k+x /4+k/ RY e (k) (g + k + 1) v 2
0

0

1 1 1
——(,u—i—lt) (/.4—4—[‘-_,_,1)(P_‘_k_‘_\_-))/1(4—x)(x—§)dz—...

[
1

l 1
T B (e k) (e k) oﬁ”“ — =] —x)(“_?))‘/”

1 m(;—x)...(n—x) (.’l‘-—%)

T (e k) (k1) (p + k+ n) u+k+x
0

Le premier terme du second membre disparait, car I'on a

/ x— =] dr=0.
. 2

0

dx.

Substituons dans I'équation ¥ 1
%:‘.: x -——é) dx
U(F)__;:u p+k+x

et observons que les intégrales relatives & 2 sont, sauf la derniére, indépen-
dantes de k. Nous aurons évidemment

”(“)=[E: =+ k) (:_l, k+ 1)1/1“ (x —9 i
; L | .
- [2:(/4+ k) (« + k:—‘l) (o +k—+ 2)]0/m(l—x)(x—§) o '

+ [2: (e + k) (o + k-:d)...(y.ﬁ— k+ n)]/'x(l—x)...(n—d -9 (x—;;-) dx

x(l — x)... (0 — ) (x— :;')

2 :
\ N o (p+ k) (p + k+ ) w+k+x

0

dux.




20 RECHERCHES SUR LE DEVELOPPEMENT

Mais on sait, d’autre part, par des relations dues & Stirling, que I'on a

= LS 1 1
,_2(,;;+Ic y+k+1) Tr AprhEr k) (p+k+2)  2u(+1)
S : : )

Se+kp+k+1).(p+k+n) T na(p ) (p+n—1)

Il viendra done

ot e Y s franlp—Y o
. +m‘(F_’_”.j(F_*_n_1)/£(<l—x)...(n—‘l—-x) (ac-——%) dr +R,,

équation dans laquelle on a posé

9 1

. B —z).(n—z)f
(2)- 'R”—‘g(#+k)(p+k+i)...(y.—i—-/c-l-n)f prk+rz (x §)dx.

La formule (1) est la série de Binet. L'équation (2) donne I'expression
du reste de la série aprés le n™ terme. Sa limite supérieure, que nous allons
déterminer, fournira a la fois la preuve de la convergence de la série et la
limite de I'erreur commise lorsqu’on néglige le reste.

12. Observons que, dans I'intégrale qui figure sous le signe 2, le fac-
teur (w — %) est négatif depuis o= 0 jusqua x = -, positif depuls z ——1
jusqu’a & = 1, les autres facteurs étant toujours positifs. Si donc nous par-
tageons I'intégrale en deux autres, ayant respectivement pour limites 0 et

et 1, la premiére aura une valeur négative — A, la seconde une Valeur

posmve ~+ B, et la valeur absolue de I'intégrale entiére sera < A + B. Or,
nous avons

A=/;xu —2)(2—3).. (n—2) - M*M/‘x (i_x) oz,
- “+k+x 2 B 2

() Bertrand, 7ratté de calcul différentiel, p. 226. .
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te(1—x)(2—x).. (n——x)( 1d 1.2.5..0 p1 1
'—/ p+k+x I_Q #< P /x(x—i)dx’

d'oi, remplacant ces deux intégrales par leurs valeurs numériques,

AeBoli23en
8u
Nous aurons donc, R, étant réduit a sa valeur absolue,

1.2.5..n'" o
8u Eolp+~k(prk+1)..(p+k+n)

|

R,<

?

ou, d’aprés les formules de Stirling rappelées ci-dessus,

1 1.2.3.. o 1 1.2.3..(n—1)
8,«72/4(;4+‘l) ,u+n—i) 84 ( + 1) (6 + 2) oo (8 + 1 — 1)
_ 1 1
S ( #) ( “ )
1 PR
{1+ +2 +n-—-4
d’ou, encore,
| 1
R < —
n<8#2 ( 1 ,1 ,1 )’
1 +p(l+=+=+-+
2 3 n—1

Mais on sait que, si Ion désigne par C la constante d’Euler dont la
que, gne p

valeur est
: C = 0,57721566 ......,

on a, pour des valeurs indéfiniment croissantes de n,
11 1
I .[1 —4— 4o —— —1L 71——4]=C
im +3+3 + i ( ) ;
et 'on reconnait sans peine que le premier membre décroit constamment a

partir de n = 2, en sorte que I'on a

1 1 1
i e e C+l(n—1)
Lo i ( )
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1 1
O IR ARE 1 ¥y g g’ ¥

Or, lorsque u croit indéfiniment, 1. (n — 1) tend vers I'infini, donc R,
tend vers zéro; la série est donc convergente pour toute valeur positive de u.
L'inégalite précédente fournit d'aillears une limite supérieure, facile & cal-
culer, de I'erreur que I'on commet en bornant la série de Binet & ses n pre-
miers termes. 11 ne serait pas difficile d’obtenir des limites plus resserrées,
mais d’un calcul moins simple. On peut aussi mettre R, sous la forme d’'une
intégrale définie double.

Nous ferons encore deux remarques au sujet de la série de Binet. Lorsque
« est un nombre entier, la formule (2) coincide, comme on le voit sans
peine, avec celle que M. De Tilly a trouvée pour exprimer le reste R, dans
ce cas particulier (*).

En second lieu, la source d'oit nous avons tiré la série de Binet, savoir
la formule (4) du paragraphe précédent, met en évidence la relation intime
qui existe entre cette série et celle de Gudermann. La premicre résulte, en
effet, tout simplement, du développement en série d’une intégrale définie
dont la seconde utilise I'expression sous forme finie, savoir

Il s’ensuit que si, dans I'expression du reste R, , on effectue I'intégration
indiquée, on ne fera que reproduire avec des signes contraires les termes
déja développés de la série, et revenir a I'intégrale primitive qui, étant rem-
placée par sa valeur sous forme finie, raménera 4 la série de Gudermann.
Ceci s'accorde avec une observation faite par M. De Tilly (**).

13. La série de Binet n'est qu'un cas particulier d’'une formule beaueoup

(") Bulletins de I'4 cad., loc. cit., p. 58.
(**) Page 59 du travail cité plus haut.



DE LA FONCTION T. 23

plus générale, qui fournit une infinité de développements convergents pour
Ja fonction @ (1) : sa démonstration , semblable & celle que nous avons donnée
plus haut, s'appuie sur quelques transformations assez curieuses.

Désignons par @ une quantité quelconque, par p un nombre entier arbi-
traire. La suite d’identités

1 | p—a _ | B—a . B—a)(B+p—a)

—_— -+ = ~+ 5
u4+o u+p (w+B)(u—+a) u+p (u+B)(u+B+p) (u+B) (. + B+ p)(u—+a)

*y

conduit évidemment & la formule suivante, plus générale que celle de Stirling :

__’l_= 1 . B—a . (ﬁ——cx)(ﬁﬂ-p———a)

u+a u+p (u+p)(u+p+p) (4 + B) (u + B+ p)(u+ B+ 2p)
+(p—a)(ﬁ+p-——u).'..(ﬁ+n_—:_lp——a)+(p——a)(ﬁ+p——-a)... B+ np—«2) ‘
(1 +B)(u + B+ p) . (w + B + np) (u+@)(u+[3+;)),..(u+(5+np)(1t+a)

Remplacons, dans cette égalité, u par u + k, « par x; nous aurons le

développement de ——, et par suite, I'équation

it
——x |dx ‘ ‘ ‘
f ;<L2+ :lx y-—+—:C+ﬁ0 | (é——x) dx+(p+k+p)(:+k+ﬁ+p)ﬁp—x) (-:E_x) i

]

1 1 1
- o) E— o Vg e
+(H+k+ﬁ)(!‘+k+ﬁ+l’)(#+k+ﬁ+9p)aﬁp o siss
1
+ (0 +k+B)(p+k+p+p) (v +k+ B+ np)

4 ey 1
Xﬂﬁ——x)(ﬁ+p—x)...(ﬁ+ n——ip——x)(;-—x)dx
’ 1
(;z+lc+p)(y+Ic+ﬁ+p)...(,u+k+6+7lp)

: - |
/(p x)(ﬁ+p—-m)(p+np__$)<;_x)
X = dzx.
p4k+x

0

+

Observons que, ici encore,
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substituons la valeur de I'intégrale ci-dessus dans la formule (4) du § III,
et groupons ensemble tous les termes qui ont pour coefficient une méme
intégrale indépendante de £. Il viendra

’°<f‘>=[§: TETET <:+ @+k+p>]o/‘(ﬁ’x) [—3) =

3 ceseries (H+ﬁ+k+2p)]oﬁé—x)(ﬁ+p;x) (%_x) *

-,
k== 1
? +[§0(/z+ E+k)y(p+pB+k+p). ;.L+@+lc+np)]
; 1
: x/(@-.—m)(p+p—x)...(@+n—'lp—x)(E—m)dx+R,,,
l 0 '
équation ou I'on a posé

= 1
Z (+B+k)(p+p+k~+p). (u + B+ k+ np)

1

i
(B—1) (6 +p—2) . (@+np—x)(§—x) i

p+k+x

@ . . -

”\

Les séries qui figurent dans le développement de @ () sont faciles & som-

mer. On voit sans peine, en effet, que si 4 désigne une quantité arbitraire,
on a

{45 ( 1 1 ) =L |

k= ,1
2 @+ k(6 +k~+p) ;;—‘0 e+k_o+k+p —;‘)‘ 0 B_—i-—k

1 = 1 1
b (0+K)(8+k +p)(6 +k+2p) 2p,20 I:(e+k)(a+k+p) 6+k=+p) (6+k+2p)]
1 ”"—( 1 1 \) 1 =t 1
e Ik b kwpl 2B e K@+ k+p)

et, en général,

>

= 1

b==p—1{ ,1
g (6 +k)(®+k=+p).. (e+lc+n—-1P)

1
S+k0+k+p) (+k+np) ap




DE LA FONCTION r. 25
1] suffit de poser, dans ces formules, 6=y - 8, pour donner & I'expres-
sion de (), trouvée plus haut, la forme suivante

=3 (8 b Sl

,] k=p—1

=0 (f‘+@+k)(;z+(3+k+p)]/ (p—x)(@"‘l’*—x)(é-—x)dm

+
,1 h=p—1 1
-, — -

mpl& (p+p+h)(e+p+k+p

...(y+ﬁ+k+7T——-—4—pS]
Xa/){(@—x)(@ﬂ-p—x)m(@+1T—'_4p—x)(-12——m)d.v+R

Un raisonnement semblable & celui que nous avons fait plus haut, appliqué
4 Pexpression (4) de R, , montrerait que ce reste converge vers zéro lorsque

n croit indéfiniment, et que, par conséquent, la série (5) est convergente.
J

Si, dans I'équation (3), on pose =0, p=1, on retrouve la série de Binet.
Si I'on pose p=1, p=1,0na

/(1 — x) (———x)dx 2 o F+2)/l—x (‘)—x)(--—m)dx+ Y

ou, en remplacant z par 1—z dans les intégrales,

. ;U(F)=y:_4;/ﬂz(z—%)dz+2—(;_—'_——1—;—(F—+—2—)/‘z(1+z)(z—%)dz

1 L 1
+5(#+4)(“+9)(P+5)'-/Z(1+Z) (2 + 2) (z——é)dz-p-.-.

0

série analogue 4 celle de Binet, et que I'on pourrait aussi obtenir par d’autres
procédés.

Posons encore, dans I’équation (5), ﬁ=—2, p ——'1 Il viendra

“(f‘)=‘%fl(-1;—x)2dx+-f-————1———-—)- /1(-'-——x)2(%——x)dx

2 1 3\ . 2
l‘+§o (p+§)(p+§o
S = =
slerg) b erdl? :
Tome XLI.

4
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ou, si I'on pose = %—z,
- + L H‘%;:"(1 —z)dz

" Uw:;j__i z’dz+2<P+_1) ([L...—?f)_;

9 2
(7) . . ¢

T —2) (2 —2)dz +

En général, si I'on fait p = 1 sans déterminer 3, la formule (5) donne

o (1) =F—15‘/‘(ﬁ—x)(%—— x) dx +ms/(‘é—x)(@+i—x)(%—z)d.t+--~

Soit encore, dans cette méme formule (8), 8= 0, p = 2; elle deviendra

“(“)=%(£+?-1:I)/ ;(x_%)dx+j:[#(y11+ e)+(y+1)‘(p+5)]/ ;(Q;x)(x_%)dx

0

(8) ’
1 1 1 1
t +6[ﬂ(ﬂ+9)(#+4)+(;L+‘I)(;z+5)(p+5)]6/Z(Q—x)(4—x)($—-2-)dx+---

Le choix a faire entre ces diverses séries, pour une valeur de . comprise
entre des limites données, exigerait une discussion de I'expression du reste,
qui permit de reconnaitre les valeurs de 3 et de p qui, pour une valeur
donnée de n, conduisent & la plus petite erreur. Nous n’avons pas fait cet
examen.
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§ V.

DEVELOPPEMENTS DE @ (1) (suite).

14. Reprenons la formule (2) du § III, savoir

1”1 © sin 2nnz
a . . « « ... cr(fl-)-—-;g‘;/ e dz,

et montrons comment, par de simples intégrations par partie, on en déduit
la série de Stirling, avec deux expressions différentes pour le reste.
On a évidemment

= sin 2nrz 1 P = cos 2nrz

~ Z = —_—— —_—

‘ (k& + z)F nmu? 20w (« + zfP*!
0 0

(2)

et aussi

/“’° cos 2nnz deP" 1 = sin 2n72
5 (& +2)" 2 y (r + 2P¥

par conséquent

< ©sin 2nrz 1 plp+ 1)f‘° sin 2n7z d

@. . . .. f (}A ey dz = Y - (er)s ; (# + z)pt Z.
0

Faisant successivement p — 1, 3, 8, ..., 2p — 1, on aura

=si .2.3. 1.2..(2p—2)
/‘ sin 2nrz dz— 1 ——1—:2—+1'£’5“u_4—”""(“4)"_'———(—€,__r“'+3w
K+ 2z Qnmu (Qnﬂ'y-)5 (2nmu) (2nmx)

0

s, désignant I'une quelconque des deux expressions

1.2.3..(2p —1) g cos2nnz ( 2p/‘ sin 2nwz. .
(2nx)P-! (& + 2)*’ (er)"’ (z + 2) ’”‘l ,
0

(—1y
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Substituons dans D'équation (1), et groupons les termes affectés d’une
méme puissance de ;. Nous aurons immédiatement

frdose 1.2 5t 125t
w(ﬂ)=—[——? - p L e

mlgrp 2 0t (Zmpf 20 (27u)® 20
1.2..(2p—2) 5 1 s
+HW”—~¥—) — 4y 2l
(zrp) ot A m

ou, en ayant égard & la formule déja rappelée au n° 9,

B, B, B; Bp

— e e e e PP 4+ R
1.2u 5.4y5+5.6y” (=1 (20 — 1) 2p. !

P

B,, B,, ... étant les nombres de Bernoulli, et R, étant donné par la formule

' P&.‘.’.S...(‘.’p—l)“” 1 = eos 2nms
B - - - . Rym(—dp g3 ,Tep/ o

A T n=1{

ou par celle-ci :

-

R E
(& =+ =)

© . . . . .By=(—1y

P

1.2.5..2p°5 1 ‘= sin 27z
22;} ﬂ,!p-i—l “, n?p-}-l.
0

La formule (4) coincide avec la série de Stirling. Les formules (3) et (6)
donnent deux expressions nouvelles du reste qui compléte la série, arrétée
au Py, terme. On déduit facilement de ces expressions, grace a la périodi-
cité des fonctions cos 2nrz, sin 2nnz, diverses limites de I'erreur commise.

15. Ainsi, d’abord, il est clair que I'on a, en valeur absolue,

> cos 2inz © dz 1
e g ,
A A TR R R

et par suite, la formule (3) donne, R, étant réduit & sa valeur absolue,

1.2.5...(2p — 2) o= ,
__—E, _

N (:Zp—'l)ﬁp.(.n”’“’

1 B
R, < —

- 9 —
Qip =1 % #fp 1
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dest-d-dire que l'erreur commise sera moindre que le dernier terme con-
servé de la série.

De méme, si on observe que la fonction périodique sin 2nnz est alter-
nativement positive et négative lorsque la variable z parcourt les intervalles

successifs
1 1 2
o5 s

quen outre la valeur absolue du facteur (u 4 z)7” est constamment et
indéfiniment décroissante, on reconnaitra sans peine que l'intégrale

“ 8in 2nrz
dz
y (ke + z)?

est toujours positive, quel que soit p. D’autre part, Péquation (3), si I'on
tient compte de cettc méme observatlon prouve évidemment que cette inté-
grale a une valeur inférieure a °n —- On aura donc, d’aprés cela,

®sin 2nrz 1
0 9
f"' == Z "p+l Qnﬂ'p. p+l

et la formule (6) donnera, en valeur absolue,

1.2.5..9 o= 1

Rp < ,.)’?]I-}-l ﬂ_‘ip+'z u‘z;:-H -l! ,nsp.H’

ou hien,

BP+ 1 .
(2p +1)(2p + 2) P

m . . . .. ... .R<

De plus, cette méme équation (3) fait voir que 'on a

©sin 2nrz 1 (2p +1)(2p + 2) =sin 2nrz de
,/(,u + z)rrt naptt! - @ury  J (g2 ’
0 0

d'ou, en remplacant cette derniére intégrale par sa limite supérieure ,

© sin 2n7rz 1, @p+1)(2p+2)
/—————dz >-——,——,[‘| =g |
J (e z)¥PH MapP (2nm)"p
0
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Aussi longtemps que (2p + 1) (2p + 2) est inférieur & (2n)%, la limite
inférieure qui précéde reste positive pour les diverses valeurs de n; elle peut
donc étre avantageusement substituée & zéro, et 'on trouve, en opérant comme
plus haut,

R 1.2.5...2p o 1 1.2.3..(2p+2) 2» 1
— ,
v 2 9 +1 7:‘1?+Qy_ﬁp+l &g+ 93p+3 ip+d 3 nrté

ou, plus simplement,

Bﬂ+l _ Bp+g .
2+ 1)(2p + Qe (2p + 3)(2p + &) R

® - - B>y

Il résulte des inégalités (7) et (8) que le reste R,, en valeur absolue,
est toujours moindre que le premier terme négligé de la série, et toujours
plus grand que la différence entre ce terme et le suivant, du moins aussi

longtemps que I'on a
(2p + 1) @p + 2) < (2mp)"

D’ou il suit que si I'on prend pour R, la valeur suivante :

R,=(— 1)?[ B, _i B,ie ]’
’ 2p + 1)(2p + 2) p*H 2(2p + 3)(2p + 4) p¥?
P p (2p P

la valeur de @(y) fournie alors par I'équation (%), ne différera de la valeur
exacte que d’'une quantité moindre que la moitié du p + 2°™ terme, savoir

1 Bp+2 .
2 (2p + 3) (2p + &) TP

Il serait facile d’assigner encore d'autres limites pour R,, mais nous ne
nous y arréterons pas, notre but étant simplement de faire remarquer les
formules (3) et (6).

16. Il nous reste & montrer comment la relation fondamentale (1) con-
duit, fort simplement, & I'élégant développement de 1. T' () en série pério-
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dique pour le cas de p <1, développement que M. Kummer a donné dans

e Journal de Crelle (*).
Posons, dans I'équation (1), » 4+ 2=y, d'ou

© gin 2 © gin 2 _ % i C . .
(g)/ s n"zdz=/' L"_ﬂy_")dy_—:/ sin 2n (y — ) dy_/'”smﬂ"”(-‘/_?‘)dy;
f"'+z . y Yy e y

0 ® € .

 désignant une quantité positive aussi petite qu'on le veut. Or, on a

© .5 (2 0 o ©
/ Mu dy = CO0S 277{1-1!./‘ sin Qllﬂ'y dl/ — sin antﬂ/ 008 any dy s
Y y ’ y
E

€

€

e, tandis que la premiére intégrale du second membre tend vers 7 lorsque
tend vers zéro, il résulte de la formule (3) du § IT que la seconde différe

infiniment pea de — (C + 1. 2nze).
" Dautre part, I'intégration par partie donne

#sin 2 o
f S—m———n—ﬂ—(y—ﬁ) dy = sin 2nx (p —¢)l.e — ‘:2117!'./‘#]. y cos 2nx (y — p) dy.
y e A

€

Substituons ces résultats dans I'équation (9), et faisons tendre ¢ vers zéro,
en observant que le terme affecté de 1. ¢, savoir

[sin ur — sin 20w (x — s)] l.e

tend vers zéro en méme temps que ¢; nous aurons cette équation remar-
quable :

© sin 2nrz ®
/ i dz= T cos 9nur + (C + L 2nx) sin 2nuT + an'/ L.y cos 2nr (. — ) dy.
. ®+ 2 2 0
0

(") Beitrag zur Theorte der Function T'; JournaL DE CRELLE, . XXXV, p.1.—M. Schlomilch
adémontré la méme formule par une voie différente et trés-simple (Compend. der hih. Anal.

L1, p. 255.



32 "RECHERCHES SUR LE DEVELOPPEMENT
L’équation (1) deviendra donc

== cospr 1757 C+ 1. 2nn
(10) m(y):-:;-z e +—-‘ —:-——"— sm"n;m-&-"? / IJCOSQnTI(u—y)

2 =1 n =1 2 n=l

Mais il résulte de Pune des formes sous lesquelles on peut présenter la
série de Fourier (*) que, si 4 est compris entre zéro et I'unité, on a, pour
une valeur quelconque de z entre zéro et u,

» Il
¢ (x)= /F? () dy +2 3, Of 2 (y) cos 2nx (x — y) dy,

le premier membre devant étre réduit & la moitié lorsque z = p.
Donc, si nous prenons ¢(z)=l. x, et si nous posons x =, il viendra

—-I ,u‘—fl1/(lj+22 /l yCOanz p—y)dy.

Remplacons, dans I'équation (10), le dernier terme par sa valeur tirée
de I'équation précédente ; observons aussi que I'on a

~ n=cwo < 2
/ Lydy=plp—p, 2 w:—-l.‘.’sinyn,
v’ n=1 n
et cette équation (10) prendra la forme
1 1 1°5° C+ 1. 2nm
z(p)=— 1.2sin 7:—( ———)l + -y —  gin2npr.
) " e e R W,Z, —— sin 2npr

Enfin, substituons cette valeur de () dans la formule (1) du § 1, nous
aurons

3 1 "=>C+ L2
11 i « « LE —-] e = e D
(11) («) 5k s + - ;' - sin 2npr, (&< 1).

Telle est la série de M. Kummer. Il n’est pas sans intérét d’observer qu’elle

(") Voy., par exemple,, Duhamel, Cours d’Analyse (1847), t. II, p.166.
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donne immédiatement la valeur d’intégrales définies assez remarquables. Il
suffit, en effet, de remplacer le premier terme du second membre par sa valeur

4”—
_] O — - 2 cos Qny.n

de multiplier les deux membres par I'un des facteurs
dp, cos2kurdu, sin2kprdp,

k étant entier, puis d’intégrer entre les limites O et 1, comme on le fait pour
la détermination des coefficients de la série de Fourier. On trouvera

W 1 1 1
'/ 1.T («) d,u=él. 2r, .f 1. T (&) cos e dp ==Z,;>
) 0

' C+ 1.2k
f LT (g) sin%kynd/z=-————'q—k———i-
a7

0

La premiére de ces formules a été donnée depuis longtemps par Raabe..

Nous retrouverons plus loin, sous une autre forme et par une autre me—
thode, le développement de m’(y) en série procédant suivant Ies smus des
multiples de 2un.

Tome XLI. 5
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SECONDE PARTIE.

§ VI

TRANSFORMATION DE LA FONCTION & ().

17. Nous nous proposons, actuellement, de transformer l'intégrale définie
qui représente la fonction @ (») en une autre, renfermant, sous le signe
d'intégration, non plus des exponentielles, mais des fonctions trigonomé-
triques.

Pour cela, considérons une variable imaginaire z, et cherchons la valeur
de I'intégrale
( 1 1 1 ) P
—_——— = dz
./ c—41 z 2/ z

étendue au contour fermé OABO, composé d'une portion OA =R de T'axe

. des # positifs, de I'arc de cercle AB déerit du
B centre O avec un rayon R, et enfin de la por-
N ‘)g tion BO de I'axe des y. La fonction sous le signe f
> a une valeur finie pour z =0, c’est-a-dire au
) point O, comme on s'en assure sans peine; mais
elle devient infinie aux divers points O, 0g,..0,,..
L de l'axe des y qui i‘épondent aux valeurs de z
0 A

X comprises dans la formule

2=z V' —1,



DE LA FONCTION T. 35

n étant un nombre entier quelconque. Nous éviterons donc chacun de ces
points critiques en décrivant de ce point comme centre un demi-cercle de
rayon infiniment petit p, suivant la méthode connue. De ceite maniére, la
fonction restant synectique dans l'intérieur du contour fermé, I'intégrale
stendue 4 ce contour tout entier sera nulle; et si nous désignons par I (0B)
la valeur principale de I'intégrale prise le long de la droite OB, de O vers B;
par I, Tintégrale étendue au contour €lémentaire abc autour du point O,,
nous aurons, comime on sait,

@ « o e e e e e l(0A)+1(AB);1(OB)+2 I,

n=1

n, désignant la plus grande valeur que comporte n dans l'intérieur du cercle

de rayon R. ,
Evaluons séparément chaque intégrale. Sur 'axe 0X, on a 2=z, d’ott

1 ~ b
1(0A)=f“(e,—’——1——+-;)" dz.
6 — X X

Sur I'arc AB, en désign'ant par 6 largument de z, on a z= RefV=1; et,
par suite,

1(AB)=VZ—4/

Sur P'axe des y, ou I'on a =y V/'—1, Iélément de I'intégrale corres-
pondant & un chemin rectiligne sur cet axe est

z
2

d —_— : +1 e-ﬂ-(“mle-{-sf:‘hlne)da
eR(eos b4y =Tsin 0) ReﬂV-—-_i 9 .

Y = 9
y sy =Tl ¥ y

1 1 AV ST VL e
e’V‘—‘—i—yv-_—_1+2

Enfin, sur le petit cercle abe l'on a, 6 étant Pargument,

Z= Qnﬂ‘/:_'i + peem, dz =V:"—i PeGVZTd‘;’
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et comme ¢V~ se réduit A I'unité, il vient évidemment

1 1 1oV e TV g
I, = f/‘ [ep(:os §+V=ianb _ | le.\/__d_._Per— 2] nr)/ =1 + Pee v=i

!

d’ou, faisant converger p vers zéro et observant que

PeeV——( |
ep(eolﬂ-f-v——uin 6)___ 1 =15

—in,urV— —2n,urv
L,=V—1 f de=
er V—1

Substituons dans I'équation (<) les résultats que nous venons dobtenir,
et, le rayon R étant arbitraire, concevons qu'il croisse indéfiniment. On
verra alors que I(AB) tend vers zéro, p étant positif ; que n, croit indéfi-
niment; que I (0A) a pour limite & (u), d’aprés I'équation (2) du § I; et I'on
obtiendra I’équation

lim

on trouvera

ﬂ‘,/ 6_’!!‘/__! \ /] 1\ - ryv=1i { i== e—Zn/J-;::V—_l
o (p)= \ + e dy *3 P
2/ —1 sin? y y L "

, \ 2 ;

Décomposons cette équation imaginaire en deux équations réelles : nous
aurons ’

! . 1
© sin =
i (# - 2) y sin wy

- cos ‘2np7r
o(w) = I =i +3cos;zy
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Observons encore que ’on a

. 1
n{p+-—
¥ (F sﬂ)y sinpy 4

1 1 y
- + +—c05yy=<————cot—> sin wy
2 2 2 e

Qsin% 4 y
208 |+ —| 1

# 2 Y cospy 1 . 1 14 y
— y = y —-Eslﬂyy= ;——écota.cos#y;

2sinZ y “

&

remplacons y par 2z sous le signe d'intégration. Les équations ci-dessus
deviendront

1°8° cos2npr 1 “’(‘l ) sin 2px
H ¢ = = oa =y —— - —- s
(1) o (1) “2;:‘: ” 2/. - cot x = da;
0
= (1 cos 2 "Se sin 2npr
@ - - - / (——cotac) dex:E Al
i y o % x x n=1 n

1l résulte d’ailleurs de la démonstration que les intégrales sont réduites a
leurs valeurs principales.

"18. Avant de développer les conséquences de cette transformation qu'a
subie la fonction » (i), arrétons-nous quelques instants sur la formule (2),
qui s'est offerte d’elle-méme dans cette recherche.

D’aprés une remarque déja faite-au n° 7, la quantité

S sin 2npr

n={ n

est une fonction périodique de ¢, dont la période est égale & I'unité, et dont la
valeur est n (; —_ y.) lorsque  est compris entre zéro et P'unité. Si donc ¢ a
une valeur comprise entre deux nombres entiers consécutifs p et p + 1, il
viendra
n== sin 2npw ( 1 )
—— e === P+—‘—F .
" 2 _

n=1
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Si, au contraire, u est entier, la série aura pour somme Z€ro.
D’aprés cela, la formule (2) nous donne

1 ) .
£ T —_—— ,Sl __M . 1;
3 . - / (i—cotm)c_és-—?idx__ r(p+2 “ p=M(p,p+1)

° 0, si p est entier.

Cette équation peut aussi s'écrire

x?sin x

1
/ﬁwcosﬂyxdx=gﬁ(p+§_y);
K 0.

. _ 1
Si I'on pose, en particulier, » =3, on aura

© gin & — X COS &
/ — cotxdx=0.
.

x‘l

0

19. Admettons que p soit compris entre zéro et 1. L'équation

© sin £ — X ¢oS X |
———;—,————cos‘..’y.xdx=1r —— K],
x?sin x 9

0

si Pon multiplie ses deux membres par dy et si 'on intégre entre les limites
0 et u, donnera

© sin & — o €os &
(4) / eyl U L dx = mp (1 — p).

0

Le second membre de cette égalité ne change pas lorsque I'on change
en 1 — y; il en est donc de méme du premier. Donc

© 5in % — 2 coS X | '
/ —m——sm?(i——p)mdx=1rp(d——p).

Retranchant ces deux équations membre & membre, et observant que

sin 2ux — sin 2 (1 — ) x = 2sin (2* — 1) x cos x,
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on trouver{\

“° sin & — X COS X
G . - . - / —T——snn(ﬂy——1)mcotxdx=0, (= <1).
0
Si, au contraire, on ajoute membre & membre les mémes équations, on
aura semblablement
= sin x — x €osx A
© - - - . - / o3 (2 — ) zdz =1y (1 — p).

0

Pour u = 3, les formules (%) et (6) deviennent

® sin & — X €0S T ™
——,—dx:-;
I 4
0

la valeur de cette intégrale définie avait déja été donnée par Bidone (Mé-
moires de Turin, 1812).

20. Reprenons Iéquation (3), et remplacons, dans la.fonction sous le
signe /; le premier facteur par sa valeur

n=w

1
E—cotw:?mz

n=1

nnt — o

Nous aurons
= (] €0s 2ux = /‘“" cos 2ux
= N — dx =2 —_— dx.
’ / (x cot x) . x ,,Z__, i
0

Si 'on remplace I'intégrale définie qui figure sous le signe = par sa valeur
connue , on retombera sur une formule identique & I'équation (2); mais, si
Pon pose dans cette intégrale « = nnz, il viendra

= (4 €os 2ux PR | © cos 2nurz _2_/" dz "S® cos 2nurz
f (———cotx) x dx=—2 —f Tjdz—x 1—z’,§l n
0 0

X Ta=1 N 0

Or, on sait que, pour toute valeur de u, on a P'égalité

o €os nu

1.2sin=
= — 1, 281I0—>
n 2

n=14
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la barre placée au-dessus du sinus indiquant que celui-ct doit étre. pris en
valewr absolve. Nous aurons done

"== cos nunz _—
o _1.25in prz,
n=1 n

et comme d’ailleurs

® dz
Lex ) —s= 0 (valeur principale),
0

I'équation ci-dessus se réduira & celle-ci :

= (4 cos 2p.x 2 = ].sin prz
/(-——cotx) is dx =—— —————pf—(lz.\
T x T 1 — 22
0

0

11 viendra donc, en vertu de la formule (3),

”2

SR 1
*= |, sin prz -;(H—p——s),Si,u:M(p,p—i—'l)}
(7)..../———,—d5=- 2

1—z . .
0 0, si p est entier.

21. Revenons encore & I'équation (2), et désignant par a une quantité
positive quelconque, nous trouverons de méme ‘

= 4 cos 2 "= sin 27
/“ (-*cotm) azdx=2 sin 2nax
; x x

n=1 n

Soustrayant cette équation de I'équation (2), nous aurons

@ (] c0s 2px — cos 2ax "= gin 2 — sin 2na
/ (— — cot x) e 2 nopr—s i
. T x

n={ n

Mais on a, d’autre part,

® cos 2ux —cos 2ax : .
yA s =n =)0,

0

(*) On obtient immédiatement cetlte formule bien connue en observant qu\e

= C0S 2uT cos 2 o gin 2up
f ’,U doe= it —2!1'./ # dm’
T . € T ...
€ = %

€

oA A ® cos 2a; . ,
transformant de méme f =3 dx, retranchant, faisant tendre & vers zéro, et remarquant que
3 : ”

- g — cos 2 ,
la limite de e—‘E—P‘—E-EM est zéro.
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ce qui réduit I’équation précédente a la forme

™ c0s 2px — c0s 207 "S® sin 2nar — si
: / cot xdx == (a — p) + 2 7 — sin Qn;m.

x n={ n

)

0
Or, d’aprés ce qui a été remarqué au n° 18, on a

"S® sin 2npmw i
— = p+§—p) ou zéro,

n=1{ n
suivant que g est compris entre deux nombres entiers conséeutifs p et p + 1,
ou est un nombre entier. De méme,

1
2@ sin?ncm_ rr(q+ 5-—41), sia=M(q,qg +1),

1 n - .
0, si a est entier.

L’équation (8) donnera donc lieu & quatre cas distincts, compris dans la
formule

w(g —p), sip=M(pp +1),a=M(gg +1);
= (@ — p), sip,a, sont entiers;
3 Q e 2 4
(9) / wcotxdm: 11-a—p—-é),siy.:M(p,p+1),aentier;
- x

3
s
]
+
WO | ==

— y) , si p entier,a =M (¢,q + 1).

© ¢0s 2ux — €OS 2ax
/ & cot x da
x

0

L’intégrale définie

présente done un exemple bien remarquable de discontinuité, lorsqu’on la
considére comme fonction des paramétres u et a. Sa valeur est zéro, lorsque p
et @ sont compris entre deux mémes nombres entiers consécutifs. Si, a étant
constant, on suppose que p varie et croisse constamment, I'intégrale ne
change pas de valeur aussi longtemps que x reste compris entre deux nom-
bres entiers consécutifs donnés; elle. diminue brusquement de la quantité 5
lorsque 4 atteint une valeur entiére, puis encore brusquement de la méme
quantité 3 lorsque . dépasse cette valeur entiére.
Tome XLI. | 6



42 RECHERCHES SUR LE DEVELOPPEMENT

On peut donner une autre forme 4 l'intégrale que nous venons de déter-

miner, en observant que

¢os 2px — €0s 2ax = 2sin (@ — p)x  sin (a4 p) . £

Changeant les signes et ayant égard & Péquation (9), on trouvera donc

(p—q), sip=M(p, p-+1),a=M(q, g+1);

(r— @), si p, a sont entiers;

(10)/°sm(;;+a)mxsm(y—a)a:cotxdx__ i
(p——q——é),siy.est entier, a=M (g, ¢ +1);

0

™
2
e
2
™
g
T
2

1
(p.,_é_.a),:”‘_ (p, p + 1), a entier,

§ VIL

CONSEQUENCES DE LA TRANSFORMATION DE & (u).

22. Nous reprenons la formule (1) du paragraphe précédent, et en vertu
de la relation déja rappelée :

o €os 2npw e
=— 1. 2sin p~,

n

n=A{

nous lui donnons la forme

M . ... ﬂ(f‘)—-—-l2sii1p.1r+2/ (t—- )S"’?"zdx,

de laquelle nous allons déduire de nombreuses conséquences.
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Nous remarquons, en premier lieu, que, suivant une observation déja
faite par Cauchy, en vertu de I'équation (1) du § I, toute propriété de la
fonction T () donne lieu & une propriété correspondante de la fonction & (1),
et, par suite, de I'intégrale définie qui figure dans I'équation ci-dessus. Nous
avons donc 1a un principe qui nous conduira, trés-simplement, a la déter-
mination de plusieurs intégrales définies.

Ainsi, l'on sait que T (2) ;l/—, et I’équation rappelée plus haut conduit
alors A celle-ci :

Donc, faisant ‘u-——— dans I'équation 1) et observant que le premier terme
du second membre se réduit ici & — —l 2, on trouvera

© sinx — X cos X
(2) « . . - G . -/ ——;2———dx=1,

0

‘intégrale définie déja signalée par Bidone (Mémoires de Turin, 1812).
De méme, I’équation obtenue dans le § I,

m(y)—u(p+4)=(#+—%) 1. (’l +-::)-1,

lorsqu’on y remplace @ (), & (1) par leurs valeurs tirées de I'équation (1),
en observant que 'on a

sin (¢ + 1) w = sin p~, sin 2ux — sin‘:’.(u—r—4)x=—25i_nxcos(2,u+1)x,

cette équation devient

=M . dx ( 1) ( 1)
—— —=1-— L1 +=)
f (x cozx) cos (2« + 1)xsin & ~ 1 w2 =

0
0u mieux
5) = sin x — T cosx 9 Nxdo=1— ﬂ_,_l), (4_,,_1).
ERES ———T—-—cos(,u-o— ) = gyt "

X
0
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Cette formule est, pensons-nous, nouvelle.

De méme, la relation connue
LT(p) + LT( —p) =L——,( < 1)
. “)+ . ( —P'_'siny.’r’f"' ]

conduit facilement a la suivante :
1

1
o(p) +o (1 —p)=1 +<y.~—:;)]. (———1)——1.25infm.
2/ \p

D’autre part, en vertu de la formule (1), on a

1 =1 sin 2 in2(1 —
v (1) + = (1 —F)=——l.25iny.7r+§/. (;—cotx) in 2pz + sin 2 pe
[

x H
done, si I'on a égard & la relation
sin 2px + sin 2 (1 —p) £ = 2 sin x cos (2p. — 1) x,
on trouvera, p étant plus petit que 1,
®sin x — T €OS X 1 1
(). . - f —————cos(2p —1)xdr=1+ (p——) L (—— ‘l).
x 2 3
0

Rapprochant cette équation (4) de I'équation (3), on en conclura que
celle-ci subsiste encore pour des valeurs de x comprises entre zéro et — 1,

4 condition que I'on change le signe de la quantité sous le signe l., sans
quoi ce logarithme serait imaginaire.

23. Reprenons I'équation

o (& + l)——m’(/-c)=’1——(/4+—;) 1.(4 +1),
et faisons

K=n——":

2

n désignant un nombre entier positif. Il viendra

z:(n+-1—)——z::(n—1)_—=i—n],Qn-’-1 .
2 9 2n —A1
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[
e

Posons successivement n—=1, 2, 3, ..., n, dans cette équation, et ajou-
tons les résultats membre & membre. Nous trouverons, comme on le voit
sans peine,

U(’ﬂ +-> —rs(—> =n—[l. 3+2L-4+3L-+ -+ nl.?n o+ l}
€ 2 3 5 2n —1

=n+15+L3+L7+ +1L(2n—1)—nl(2n+1);

1
ou encore, en remplacant Ké) par sa valeur,
1\ 1 . ;
w\n+3 =§('l —12)+n+ l.[l .a.5...(2n——1)] —nl.(2n +1).

La formule (1) donne une expression de (n+3 ) qui, égalée a la précé-
dente, conduit & I'équation

= ginx — 2 cos x sin (2n + 1)
® )

p S do=(2n+1)+21[1.5.5..@n—1)]— 2n1.(2n+1).

0
Cette équation subsiste pour toute valeur entiére et positive de .
Comme d’ailleurs on sait exprimer sin(?n -+ 1)93 en fonction des puis-

sances impaires de sin 2, on déduira facilement de I'équation (5) d’autres
intégrales définies nouvelles.

Supposons, en premier lieu, n =1 : il vient

© gin & — % €0s ¥ sin 52 ~ -
e - de=5—2L3.
x sin ©

0

o

Mais on a
sin 3x = 3 sin x — 4 sin x;

o, substituant et ayant égard & la relation (2),

. ®sinx— % COST 1.
B) « « « <« - - . S Tsinxde==15.
x? 2

0

De méme, pour n— 2, I'équation (B) devient

=*°sinar:—:rcosa:sinﬁavd;Jc 5 oL3—4LS
x? sin &

0
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Or, on sait que
sin Bx =13 sin x — 2%. B sin ®r + 2*sin°x,

et par suite, si Pon tient compte des formules (2) et (6), on aura

1.3 ©sinx —xeosT . - .
5—22 5 —+ "2‘/ ——;,——-sm‘xd:c.—_-ﬁq—ﬂl.a — 4135,

ou, réductions faites,

® o} —_ ,1
@ ... / = intw ds = (515 —1.5).
X

On trouverait de la méme maniére, en faisant dans I'équation (3) n=3,

substituant
sin Tx="T7sinx — 7 .23sin 3¢ + 7 . 2*sin*x — 2% sin "z,

et réduisant au moyen des formules (2), (6) et (7),

© of —— N 5
®). . . . / wsinsxdm=§§(91.5—5l.5+1.7);

mi
0

et ainsi de suite. Il serait assez curieux de trouver la loi générale.

24. Considérons actuellement I'équation d’Euler :

-

n—

(e (e -2 o

' 1 2 — =4 -
]_p(_)+1_[‘(_)+...+],r(7l 4):” 1l.?.fr——d—l.n.
n n n 2 2

ou

Exprimant I. T (%) , I.T (%) ,+.. par la formule (1) du § I, en fonction de
m(}z) , & (E) , -+, O trouvera, aprés quelques réductions faciles a aperceyoir,

1 9 n—1\ n—1 1 } 1 1
U(;)+U(;)++a(—’;—)= 3 +§][/l2'3'(n_j)]_’;l[1!2253".(”’_1)':—4]_5]”
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Or, si 'on remplace les termes du premier membre par leurs valeurs
fournies par 'équation (1), on aura visiblement . -

1 2 n—1 1 .o, 2 oon—1
sl-|+w|—]++o = — —1.|2"~!sin — sin— --~sin w
n n n 2 n n n
1 hx on—2 \dx
+— -—cotx sm——+sm—+ - =+ sin x|—-
2, \ n x

0

Mais des relations bien connues nous donnent

N n—1 n
sin— - sin — .+ s10 T = s
n n n gl
.on—1
sin @
2x 4dx 2n — 2 n .
sin — —+ Sin— ~+ -+« + sin = sinx;
n n n . T
sin—
n
il viendra donc, substitutions faites,
® .on—A1
. sin x
1 2 n—1 | 1 sinx — X coS X n
g|\—| +w|—] + -+ T =——Ln+- S dm,
n n n 2 2 x x

(1]

et par suite, si I'on compare ce résultat & celui que nous avons trouvé plus
haut,

@ .—4
sinx co sin” n 2
(9) - dn =(n—1)+1.[1.2.5 .. (1—1)] —-L[412°8 (n—1)"~],
X X

sin—
0 n

n ayant une valeur entiére quelconque. Ce résultat nouveau parait assez

remarquable.
Pour n— 2, I'équation (9) nous raméne au résultat déja trouve :

® sin & — X COS X
—-—T‘—_ d.’lf=l-
x ;

0
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Pour =23, elle donne

sinx — X cosx 3

x X
sin —
-0
ou, simplifications faites,
= sinx—2XCc0Sx X 1
0) . . . ... — cos—dr=1—:12
(o) f - 5 6

0

Ce résultat est compris dans une formule donnée plus haut.
Soit enfin n— 4. L’équation (9) devient

.9
. sin — "
sinx— X Cos X
= da:=5+I.(2.3)——-l.(‘.’.’.55).
. x 2
sin —
4

£

0

Développons la valeur de sin 5 en fonction de sin 7, et appliquons la
relation (2); nous aurons

= sinx —  co 1
oy . . ... f I I it Tda— 2.5,

S X
Nous ne pousserons pas plus loin ce genre d’applications de I'équation (1).

25. La transformation de la fonction @ (x), opérée par P'équation (1),
conduit & un développement de cette fonction en série périodique, dévelop-

pement remarquable en ce que ses coefficients dépendent de transcendantes
bien connues. Posons

© 4 sin 2p7rx
— —cot wx = o (2u).
[ (,,x g ) o de=r2(2)

D’aprés une des formules de Fourier, nous aurons pour toute valeur de
comprise entre zéro et 3, léquation

n

g 1
M2y . . . < . . . e(2p)=2 sin?nyw/?(t)sin1znt¢lt.
1 .

0
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Or, nous avons ici

1 X 1 ) w4 1 =
/ ¢ (1) sin nxl dt =/ sin nwt dt/ (—- — cot wx) o o dx
. . X x
(] 0 0
w4 dx 1, .
= — —Ccot 7x —f sin nrt sin =xf dl.
. =X @
0 [

Mais, n étant entier, on a

1 . 1 [sin(n—ox)r sin(n+x)r 7 €OS nr Sin 7k
sin nat sin xxt dt = = - Itk i ok

=  nt—x

9 n—2x n -+
0
done
o n =4 sin =z dx
o (f) sin nrt dl= — — cos nz — —cotxg | —)  —
7 \na n—a x
0 0
n ©5in T — 7L COS TL ©s5in & —Xx oS X
= — —cos A7 —— 5 dx=—nrcosnx 0
ﬂ: Jg . Tt —x7) . z* (' =* — x¥)
0

cos nw ® sin 4 — X COS X ® sin & — X COS X
e - dx + ———— dx |.
nr L. x* wr?—x

(1]

0

La premiére de ces deux intégrales a pour valeur I'unité [ formule (2)]-
Quant & la seconde, nous ne pouvons que la réduire aux transcendantes
nommées, par les géométres allemands, le sinus imtégral et le cosinus inié-
gral; transcendantes définies par les équations

S(-a)=/‘” ?‘.‘;fdx, C(a);/'“ CO;“"dx.

_En effet, nous avons, en vertu des relations établies par M. Schlomilch (*),

® si 1 1 S (nr) cos nr
/ A [sin nr C (nw) — cos nw S (nm)] = — —(————-;

it —a®  ar nw
o

= gcos x dx ) )
f ———— = cos nr C (nr) + sin nx S (nx) = C (nr) cos nr,

nir—

(*) Anulytische Studien, t. 11, p. 135.
Tome XLI.
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et enfin

= sinx — X cos S(nx) |
—— dr = — [ ( + C(n~) | cos nx.
wat — x? nr

0

Daprés cela, 'équation obtenue plus haut prend la forme

nw n-w" hr

1 . cosnm S(nwx) C(a=
/?(I)SInnr:t(It:— — ( ),

0

et la formule (12) devient, conséquemment,

V) n=cw

2 "S= sin Qnupw COSNT S (n=) sin 2nun
2 (3y) =—- e T [ +C('lﬂ)]—— :
= n nr J n

n=1 T oa=1
La premiére série du second membre est facile & sommer. On sait, en
effet, que pour toute valeur de u comprise entre zéro et =, I'on a
« sinw  sin2u  sinSu o sin np cosnw

—_— - —— -+ ?

2 1 9 3 A=) "

o » 1 .
done, pour toute valeur de p comprise entre zéro et 5, 2un sera compris
entre zéro et =, et I'on aura

27°5* sin 2np= cos nx
— —_— = __P,,

—
“ on=A n

La valeur de () deviendra donc

on
-
~

4

2 S 14 in Y
o (p)=2p + [ (nz) +C (mr)] SR 2w .
i

nr n

et, en revenant a Iéquation (1), on trouvera facilement

- 1 . 1 "=>rS§ (nx sixi 9
(15 . .. “({-‘)2—;[.9810 BF g — [ (nr) + C(,m):l____bm em
- = n

* a=1

nr

L'équation (13) donnera donc le développement de @ () en série procé-
dant suivant les sinus des multiples de 2u=, pour toute valeur de p com-
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prise entre zéro et -f; . Ce n’est pas, évidemment, au point de vue des cal-
culs pratiques que cette équation offre de I'intérét; mais, & cause de la
relation qu'elle établit entre la fonction & (i) et les transcendantes S («)
et C («), qui en avaient paru jusqu'ici assez éloignées, elle me parait
curieuse.

26. Une transformation qui se présente assez naturellement, I'équation (1)
étant donnée, est celle qui consiste & remplacer, sous le signe f, la fonc-
. 1 , 2® v
tion (I— cot x) par son développement en série, savoir

n=aw Qx

1
——cotx=Y ———
x ot — ot

Cette substitution conduit immédiatement & I'équation

S © gin Qua

(,u.)————] ’smyr—i—? = .
- izt — X
0

ou, par la transformation px = nrz, & celle-ci :

1 pee sin 2nrz
u(,.c)=————l“)smmr+ 2 n/ ~ d-.
T o=t

_

En opérant de la méme maniére qu'au n° 7, on réduira facilement cette
équation a la forme

]
‘ ( —x) dx
A vy 2
= =], T+ "
] g ST AL w = (k4 xf
0
et, en observant que I'on a
F ‘(1 I '(4 ) t
L o —— x| dx
fodju | (3-a)a e
lu_?_(/c_;_x)*:?_); “+ k+2x 2 w+k+x

0 0

S (PP | Y PR R P Y (P £
e LR L (R A G R T
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on mettra la fonction & (x) sous la forme

P 1 1 : ") F)
(18) = () = — g1 2sinper 3 gu[("+"+§)"('+ﬂ+k)*(*“"‘5 sl

Cette série convergente pour représenter la fonction & (x) a de I'analogie
avec la série de Gudermann, mais elle présente divers inconvénients que n'a
pas cette derniére, et parait, en somme, moins commode. Nous ne nousy
arréterons donc pas davantage.

1S | =

§ VIIL.

TRANSFORMATION DE Li FONCTION |. T (u).

27. La formule (1) du paragraphe précédent conduit 4 une nouvelle
expression du logarithme de la fonction I (1), sous forme d’intégrale définie,
renfermant aussi des fonctions trigonométriques au lieu des exponentielles
que I'on y rencontre habituellement.

Reprenons la formule

1 — 1 =1 sin 2ux
) « & = .nr(y.)=——].‘.)sin,u7r+—/ (——cotx)l “2 .
2 2 z x
0

En désignant par = une quantité infiniment petite, on a

© (] sin 2uex © sin 2uax = sin 2xx ¢os x dr
——cotx de = dx — —_—
. X 4y x?
3 3

/ sin x x

Or, on voit sans peine que

= sin 2px sin 2pe = €0s 2px
/ - dr= +2yf £ dx;
x ¢
E

x
3
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et, & cause de
sin 2px ¢os x = sin (2 — 1) x + cos px sin x,

il viendra

1 sin 2ua sin 2ue " oS 2ux = sin (2p —-
fm(— — cot x) — dx = i fbS (2p — Iz/ 2T e — EEE—(-fl——l—)-ir—(l.lr
: x X & g x . sin x

€

sin Qm ® ¢0s 2ux — €0S 2x o sin{2u —1)x
S + (2 — l)/ —dx +/ [(‘.Zy—l)cos 21——\—,H——L](ll-.

{3 X sSin X

€

Faisons tendre ¢ vers zéro: le premier terme du second membre a pour
limite 2u; le second (2= —1) 1. ;, et il vient

1 S— 1 1 % in (2 — | d.
c:(,u)=———-]")Slllyr'—i—pc—(,u-—-—)],u-i- /\[(Qu——l)cosﬂx——w &,

9 2 Sinx x
0

Portons cette valeur de @(u) dans I'équation

1 1
l.F(y).—:;].Qw + (y—a) Lp—p+ ()

nous aurons définilivement

[ —
@ . . l.l"(,u):; —_—+ f [ 2 — 1) cog‘)x—w]ﬁ.

sin pw sin x x

Telle est la forme nouvelle donnée a 1. T (iz), et que nous voulions obtenir.
L'intégrale qui y figure est toujours supposée réduite A sa valeur princi-
pale ().

28. Cette expression de 1. I'() ne semble pas au premier abord se préter
facilement & I'étude des propriétés de la fonction T (u); elle présente meme

(*) Il est Bon d’observer que I'on arrive directement 3 la formule (2) en appliquant & Iéqua-

tion connue
da;

X 1 w 1 eh—e3
l.I(pL)=—i;-l.7r+f l:,u—;_)) e"+—l—_—e:— i
0

la transformation par variable imaginaire que nous avons employée au n° 17.
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Finconvénient de se composer de deux termes qui, pour des valeurs entiéres
de =, sont fous deux infinis. Néanmoins, il est trés-curicux que cette équa-
tion conduise, de la maniére la plas simple et la plus naturelle, aux pro-
priétés caractéristiques de la fonction T

Ainsi abord, si  est < 1, et si I'on change x en 1 — p dans I'équa-
tion (2), on voit immédiatement que sin ux ne change pas, et que l'inté-
arale définie change de signe sans changer de valeur. On a donc

LT () + LT(l —y)=|.(—;—>‘
sin uw
d’ott la relation connue

T

P (1 —p)=

sin pr

En second lieu, remplacons dans I'équation (2) » par p 4 1, et obser-
vons que I'on a

sin (g + 1) = = sin wr,

sin (2 + 1) x =sin (2« — 1) x + 2 sin x cos 2px.

Nous trouverons évidemment

i = 1 e sin (2 —1

) . Qu—1)x dx

L1 (.¢+l;_5l. - 4= (2 — 1)eos 2 — ———————+ 2¢0s2x — 2 €08 2ux |—
2 sin uxr 2 sin x @«

o

ou, cn vertu de la formule

= 0§ 20 — ¢0S 2ux
———dx =1p,

X
4

et de Pexpression de 1. I' (1) donnée par la formule (2),
. LT (p+1)=LT (&) + Lpg;
d’ou enfin

P+ 1)=puT (),

autre propriété fondamentale de la fonction I
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29. Passons au théoréme de Gauss. La formule (2) y conduit par les
simples propriétés des sinus. Remplacons successivement, dans cette formule,

¢ par
1 2 n—1
g fp = —=ofl 4=, g i A —
n n n

et ajoutons membre & membre toutes les équations obtenues. I vient

1 —1 n
l.[r () T (H —:—-—) ...r(#+7-z——-—)] =%l. i
W L = 1 n—1

sin pr sin (,u. +-) 7...Sin (;L +
n

I

n
(3) ol . . 2 N 21 —2\
sin (2p—1)x+ sin{ 2u—1+— |-+ +sin; 2p— 1 + x
1 n \ n dx
+ = (2np—1)cos 20 — : —=
2 sin x e

Or, deux formules bien connues, dues & Euler (*), nous donnent

; . 1 . n—1 sin nur
sin pr . sin ,u+; 7.8 (u+ — == s

5

20— 2
sin (2u. - 1)@ -+ sin (‘2#— 1+ —) % -+ -+ = 8in (2;4—1—1— )x
)

n

) x
sin (2np — ‘l);l

. (0 4) sin
= sin (Qu——| & —=—"""_
n , . X
sin— sin -
n

sin x.

Donc, substitution faite, il vient

1 n——d) ——'ll gu=tign
1. F(y)[‘(y.+;) ---F(;L+ S ——; SR

x
® sin (20 — 1) =
1 5 n | dx
== Q — 9 ——m8M8M8m™™ ™ | —*
+ 3 (2np — 1) cos — p
sin —

n

(") Introductio in analysin infinitorum , t. 1, pp. 900 et 218 (Lugduni, 1797).
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Supposous d’abord l'intégrale prise & partiv d’une limite infiniment petite ,

et observons que
* X
sin (2np —1) -

ndx =sin(2nz—1)x dx /\"sin(?ny——ﬂx dx +/‘5sin("2ny.—1)x (l:x:'

sin x x sin x x

. x T sin x T .
sin - H E
n n

n

La derniére intégrale est une intégrale singuliére dont la valeur, qui se
wrouve immédiatement, est (2ng — 1) 1. 7. Done, si T'on substitue dans
Péquation ci-dessus et que I'on fasse ¢ = 0, on trouvera

‘l) I‘( 71——1) 1] T
. P(H)P(y+;t'.' BT T2 T sinmpr

1 < sin(2np. —1)x |dx 1 p —1
e [(ﬂny —1)cos Qx—-—(—P)—] 2o . L

-

sin x

La somme des deux premiers termes du second membre est égale, d’aprés
(2), & 1. T (ng); done, passant des logarithmes aux nombres, on aura

w—1

I‘(y.)f(y- +%) S (y. +n_?—21) =€i%):‘§[‘(n“)’

équation qui constitue le beau théoréme de Gauss.

Ces démonstrations paraissent étre en défaut lorsque I'un des arguments
de la fonction I est entier, ce qui rend illusoire la formule (2); mais il suffit
d’altérer infiniment peu cet argument pour que I’équation (2), et par suite
la démonstration , subsiste ; et comme la fonction T' (1) est continue, il est
clair que la propriété & démontrer subsistera méme pour ces valeurs excep-
tionnelles de I'argument.

30. On prévoit que Iexpression de I I'(1), donnée par I'équation (2),
doit conduire fort facilement & la série de M. Kummer [formule (11) du § V].
Nous nous bornerons & esquisser rapidement cette démonstration, tout 2 fait
analogue a celle de M. Schlomilch.



DE LA FONCTION r. 57

&

tar A 1 A ? HAa 13
L’argument p étant compris entre zéro et 'unité, deux formules connues,
qui résultent de la série de Fourier, donnent ‘

1 i sin 9)1;47-: sm 2e—1zx S° nsin 2npr
= - —_— T S &
w A 2 sin o “, nint—x?

De 14 on tire sans peine

» 1 sin (2 —1)x |de 1" (sin2npr = nirt—o?\ dx
4 < ———) cos 2f ———— |—=- % i (—cos‘lx ) .
( ?/ [ Y 2sinx | 1:,,‘2“ | n - nr® | x

0 0

La valeur principale de Tintégrale sous le signe = s'obtient en remplacant
d'abord la limite inférieure zéro par un infiniment petit . On a

= c0s 2 ° nixt dx = [da x dx
dx = — ((:+]_9£), —_— _— - =—I.e+l.nrz,
e 2 ¢ — 7
X nNrT—x X X nww—2X
€ E

E

d’ou, en faisant tendre ¢ vers zéro,

» 2’ dx
— 08 27 + 4 — =C+ 1.2n.
. nnt—at x

0

Substituant dans I'équation (4), et portant la valeur de I'intégrale qui
figure au premier membre de (%) dans I'équation ( (2), on obtient
| = | %==C + L. 2nrx

LT (pg)=:L + - —————sin 2npw
(&) 2 sinpr  m = n ad

ce qui est la série de M. Kummer.

31. Nous terminerons ce travail, consacré aux transformations de la fone-
tion 1. T' (1), en faisant connaitre une nouvelle expression de la dérivée de
cette fonction.

Considérons la formule de Dirichlet :

® [p—% —pa
(t.].r(#)=f (L_ e )dx,
du @ 1 —e™
0

Tome XLI. 8
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et posons , dans cette formule, = 1, nous rappelant que le premier membre
est égal alors & — C. Nous aurons

_sz“(i"___“ )dx,
. x 1 —e™®
0

et, en soustrayant membre & membre,

x x
(2—1)3 —(e—=D3 .
LT Mk il “e —e T
t—{_— = Ty —_d‘”—/ " - e ‘dx,
% CQ-—-B_E
ou
d.L.r w glp—Nz __ o~ 1)z A
AL A e~ dx.
({,u e __e--z

0

Or, d’aprés une formule bien connue (*), qui se déduit fort facilement
des séries de Fourier, on a pour toute valeur de p. comprise entre zéro et 1,
et pour des valeurs quelconques de z,

gz __ p—(u—)z o /
—— = k

sinpr  2sin2pm  5sindur ) =% g 8in nuw
- ees | =—

+ + — .
e*—e R+at BFPa 5 Aot 4 ot

Substituant dans lintégrale ci-dessus, nous obtiendrons

d.1.T (x) = "SSP0 sin npr n=e Yo g (g
(3) ———+C=—ir e~ dx Y ————=—4n nsinnpm —_—
d 2.2 2 22,2 3
u e it R a=1

o
0 0

d.l. F(M)

Cette formule, ou I'on voit reparaitre dans le développement de une
transcendante déja rencontrée dans le développement de la fonctlon ®(n),

peut conduire a des relations assez curieuses. Nous nous bornerons a signaler
la suivante.

Posons, dans I'intégrale, = nzz; il viendra

d.l.rt (F.) r=w © g —nTRZ
—— +C=—4% sin n —_—
de Ea F:/ 14z

(*) Voy., par exemple, Catalan, Traité élémentaire des séries, p.112.



DE LA FONCTION r. 59

ou encore
d. 1.0 (p) “ fz r=w
M o « 5 » sFEgE— C=— l1-f Y e sin npr.

dp. { + 2=

n=t

0

\

La série qui figure sous le signe d'intégration est facile & sommer. II
suffit de poser

R ﬂ’z—V-—l
= e~ H7I i

et d’observer que I'on a

b4 = PTE —vI) 1

€ 2 3 P— e —
C+ &+ T+ P p— s e

Multiplions haut et bas cette derniére expression par ¢*”“+*" pour rendre
réel le dénominateur. Nous aurons

n=co _ eIz ghY 1
e-..u,u_,-r; en,l/.;TV—. =

k]
1 — 2”77 cos pr + €H47*

n=1

et, en 6galant les coeflicients de |/—1 dans les deux membres,

n=e y13 2
. e*7% sin pw
Y e—"~7sin npr = 3

n=1

1 — 2eF7= cos pr + €77

Par cette substitution, I'équation (6) devient

d.l.T (y.) 4 /w obTE dz
— 4+ C=—4sin -

dp L 1 — P77 gos pr + €77 + 27
0

et, par suite,

- eps dz 1 [d.LT()
@ .. / oy [ +c]-
| — 9677 cos um + €475 1 + 2 Lsin ur du

0

Cette intégrale est donc ramence 4 une transcendante bien connue,

. . ot .
pourvu que la valeur de g soit moindre que l'unité. Pax exemple, si 'on
wansforme le second membre au moyen d’une relation donnée par Gauss,

on aura

- s dz 1 1] —at!
® . . . 8 S / 1= .
. 1 — 2¢P7% cos pr + 771 + 2 4 sin pr 1—x
L]

[}
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Comme lintégrale du second membre s'obtient sous forme finie, toutes
les fois que » est rationnel, il en sera de méme du premier membre. Ainsi,
1
pour p=7, o1 a

1|.—-x’ 1z —1 W dz

——— 2  —dz=—2 — 212
,/ f—2 g / 'l—:( 1 +c ’
0

0 ]

»o

donc, par la relation (8),

résultat déja trouvé par Legendre ().
De méme, si dans I'équation (8) on pose p— 4, on trouvera d’abord

]
&5 8
(O
8
I
e-\
L1
|
=9
()
I
i T
+
e}
. S

Substituant dans I'équation (8) et observant que

. ® ™
Sin — == €08 — =
4

PRV

/= e = V2 (z‘ | 8)
s = =i | o e ?
. 7= + 2 4 \2

égalité qui peut se mettre sous la forme suivante :

on aura

dx \/5(1 l.8>
l—l/_)e + = +16x 16

-+
2 =

(") Exercices de calcul intégral, t. 11, p. 50.
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