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Sur les séries ordonnées suivant les puissances d’une

fonction donnée.
(Par M. F. Gomes Teizeira a Porto, Portugal.)

Les formules de Lagrange et de Biirmanrn et celle de Laurent sont des

cas particuliers d’'une formule qui donne le développement des fonctions
en série ordonnée suivant les puissances positives et négatives d’'une autre
fonction. Cette formule, qu'on obtient en généralisant la méthode au moyen
de laquelle on trouve ces formules-la, est donnée dans les premiers nes. de
ce travail. Mais cette généralisation facile n’est pas le seul but que nous
avons en vue; notre but principal est de présenter quelques conséquences de
la formule considérée, qui nous paraissent offrir quelque intérét.

La premiére application concerne les développements ordonnés suivant

les puissances de ——. Nous démontrons premiérement que, étant donnée

z—b
une fonction holomorphe dans.la couronne limitée par deux circonférences
dont les centres ne coincident pas, on peut déterminer ¢ et b de maniére

quelle soit développable en série ordonnée suivant les puissances de E%
convergente dans la couronne considérée. Ensuite nous faisons voir qu’on
peut développer, au moyen de séries de cette forme, les fonctions holo-
morphes dans une aire limitée par des droites, ou par des droites et par
des arcs de circonférence, et nous arrivons & un théoréme qui contient
comme cas particulier un théoréme donné par M. Appell dans les Acta
mathematica (t. I, p. 111). Nous donnons enfin une méthode pour former
des fonctions holomorphes dans une aire limitée par des droites, qui ne
peuvent pas étre continuées & l'extérieur du contour de Vaire.

La deuxiéme application concerne les développements ordonnés
suivant les puissances de sin . Nous avons considéré déjh ces développe-
ments dans un mémoire publié dans le tome 116 de ce journal, et nous
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allons faire voir maintenant que la méthode pour déterminer les coefficients
du développement y donnée est applicable aux fonctions qui admettent des
poles.

La derniére application concerne les développements ordonnés

inx
suivant les puissances de e . A cet égard je donne une démonstration,
que je crois nouvelle, de la formule de Fourier pour les cas des fonctions
de variables complexes périodiques, et encore une extension de cette formule

applicable dans le cas ol la fonction considérée n’est pas périodique.

L

Sur le développement de f(z) en série ordonnée suivant les puissances positives et négatives de O(z).

1. Supposons: 1°. que f(z) soit une fonction holomorphe dans une
couronne A, limitée extérieurement par une courbe S et intérieurement par
une courbe s; 2. que O(z) soit une fonction holomorphe dans l'aire limitée
par S, possédant & lintérieur de ce contour un seul zéro a; 3°. que z soit
l'affixe d’un point de lintérieur de la couronne considérée; 4°. qu'on ait,
pour tous les points 3 du contour S,

|6@@)|<<|6(=)],
et, pour tous les points du contour s,
|6(2)[>]0(=)].
L’équation _
O()—0(z) =0
a, dans ce cas, une seule racine z = A lintérieur de S, comme on le
voit au moyen de I'égalité

_ O'(z)ds — 1 O'(z) @(z)
2m 0(s)— 6 (a) 2‘”[s @(z)d”()( )/@'() ]
1 0O'(z)dz
T 2Zin) 6@

dont le premier et le dernier membres représentent respectivement le nombre
des racines de l'équation considérée et celui des racines de I’équation
O(z) =0 qui existent & lintérieur de S; et le théoréme de Cauchy donne

1 f()@'(z)dz f()@'(s)d=],
f@ = g 6@—0() @(z)—@(@]
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Les intégrales, qui entrent danms cette formule, peuvent étre déve-
loppées suivant les puissances de ©(z) au moyen des formules

f(z)@ (»)dz N f(z)@'(z)dz
o—6() =2, ) e

f(z)@'(z)dz_ e 1 it '
Ll R f [()0" ()6 (s)ds.

'On a donc la formule
® o Bn
f(w) = "E” A4,0"(x)+ ”é:l 6'(z)’
ou

1 f(z)0O'(z)dzx
ms @n+1 (ZT ’

AL OLIOTH

laquelle donne le développement de f(z) suivant les puissances positives et
négatives de O(x).

4, =

2. Si la fonction f(z) a un nombre fini de points singuliers dans l'aire
limitée par la courbe s et ces points sont des pdles, les intégrales qui entrent
dans la formule précédente peuvent étre obtenues de la maniére suivante.

Soient b,, b,, ..., b, ces points et soient ¢, ¢,, ..., ¢, ¢ des circonférences
dont les centres sont les points d’affixes by, b,,..., b, a et dont les rayons

sont assez petits pour qu'ils n’existent pas deux & lintérieur d’'une méme
circonférence. On a

_ 1 f(a)@'(z)dz f(z)dz
4, 2t7t @"“(z) ~ 2in /11(9"(z)

§
L | f(z)ds 1 f'(s)d=z
2=:12713n 0" (z) + 2m"7t; 0" (z) ’

m

= 5im, ~ [ [(s)0 ()6 (s)ds = —2;”.‘/ ['(s) 0" (3)ds

= %mz/?wwwu
et par conséquent, o étant le degré de multiplicité du pole b,

4= 2O, =G
13*
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B, = - 2 L[ (r@e@ -ty

ot O(z) = =&

Il peut arriver que @ soit aussi un pole de f(x). Il est facile de
voir qu’ alors on doit calculer 4, au moyen de la formule

A= ué‘l % [dz"‘ (f’ ) ((;c";l;l))nl)a‘“) ]::b
di+n (fl (m)(m_a)ﬂ-n)]

+ (n +ﬂ)’n [dzﬁ+" o (x)
(3 représentant le degré de multiplicité du pdle a, et que la formule qui
donne B, doit étre remplacée par la suivante:

z——a

B, = = 2 [ F @0 @ (e—b)+]
— =i | aars (P @0°@) =0y )]
quand n =73

Les formules antérieures ne donnent pas les valeurs de A,, mais on
peut les trouver au moyen de la formule

_ w1 [f&0O'(z)ds ()0 (z)ds
e Z.2in o T 2m OB
qui donne
_ w1 d*~! 7 f()0'(z) (x—bu)"
AU - mzz:l (a—l)! [dz“—'( @(z) )]x=5m+f(a)7

quand @ est un point ordinaire de f(x), et

k do—1 z) O'(z) (x—bn)?
4, = ,,E‘(ail)’[dxa—‘(f( ) (gzi) =) )

m

(f(w) 0'(x) (w—a)")]

f}' [da:ﬂ 0(x)

quand @ est un pdle de f(x). o
3. Considérons 1’équation
O(x) = (x—a)b(z) =t
ol ¢ représente un nombre donné tel qu’il soit, le long de S, |O(s)|>>|¢| et,
le long de s, |O(s)|<<|¢|. L’équation O(z) = ¢ a alors une seule racine dans
la couronne limitée par les courbes S et s; on voit, en effet, au moyen des
égalités
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'(s)d ®' @' oy ;
%in /g((z))_i 2m[ @((?d “/@’g; ds+-]=1,

sin) o= gim 1) O Wist 5[ @O @dst ] =0

que l'équation considérée a une racine & l’mtérleur de S et qu'elle n’a
aucune a lintérieur de s.

Cela posé, si la fonction f(z) est holomorphe dans la couronne limitée
par S ets, la formule

@) = Sar+ 23
ol A, et B, représentent des coefficients qui sont donnés par les formules
trouvées antérieurement, donne le développement de la fonction f(z) de la
racine considérée suivant les puissances de £.
Considérons, par exemple, 1’équation de Kepler
z = a+tesinz,

: 1
1 = .
et soit f(x) ——
On a alors
cosa
Ay = ——
0 sina’
1 dr+'(sin"a
A" — . ( ), n>>0)
(r+1)!n dart!
1
B=—, B,=B;=--=0(.
' 7 sina’ T° 3 0
Donc
1 cosa = en d+1(sin*a) 4 1
z—a  sina Si(n+1)!n dart1 esina
II.
Sur les séries ordonnédes suivant les puissances de '}Z’;’

4. Pour faire une premiére application de la doctrine antérieure,

considérons les développements ordonnés suivant les puissances de :—:Z,
a et b étant deux nombres donnés. .
Pour étudier ces développements, il faut chercher deux courbes S et
s telles que, pour tout point sz de S et pour tout point « & lintérieur de la
couronne qu’elles limitent, on ait
r—a

z—b

—a

<z—b’
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et, pour tout point s de s et pour les mémes valeurs de z, on ait

r—a r—a
2—b|~ la=8|"
On est ainsi conduit & considérer les courbes données par I'équation
r—a
i—b| G
C étant une constante, ou; en posant 3 = X+iY, a =«a+if3, b= a'+if3,
’ C? _ '!+ QN2
(L) (K= y+(Y—yy = L=V L0,
oll
. R —a C? —AC
(2) 2= = a_re.

Cette équation représente des circonférences dont les centres (z,,y,)
sont placés sur la droite qui passe par les points dont les affixes sont @ et b.

Aux valeurs que prend C°, quand il varie depuis 0 jusqu'a 1, il
correspond un ensemble de circonférences dont les rayons varient depuis O
jusqu’d linfini et dont les centres varient depuis le point (e, 3), qui représente
a et qui correspond & C =0, jusqu'a linfini, en restant toujours du méme
c6té du point (e, 3). OChaque circonférence de cet ensemble contient i
intérieur celles qui correspondent & des valeurs inférieures & C?, et le
point dont V'affixe est a, est & l'intérieur de toutes ces circonférences.

Aux valeurs de C* comprises entre oo et 1 correspond un autre en-
semble de circonférences dont les rayons sont compris entre O et co et dont
les centres sont compris entre le point dont V'affixe est b, qui correspond
4 C’ = oo, et l'infini, en restant tous du cdté opposé, par rapport & (e, 3), de
ceux des circonférences du premier ensemble. Chaque circonférence de cet
ensemble contient & lintérieur celles qui correspondent & des valeurs
supérieures & C’ et- le point dont laffixe est b est & Vintérieur de toutes
ces circonférences. ‘

En cherchant les points d’intersection de la droite dont ’équation est
Y—f X—ea
y,—8 z,—a’
laquelle passe par les points @ et b, avec les circonférences représentées
par Déquation (1.); on trouve pour les valeurs des abscisses ' et z” de
ces points

" (!——Ca’ w" . a+Ca'
1—C° T 14C
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+a

)

et on voit quelles tendent la premiére vers l'infini et la seconde vers

quand ¢* tend vers l'unité. Donc les deux ensembles de clrconférencesf
représentées par I'équation (1.) sont séparés par une droite K, perpendiculaire
A la droite des centres, qui coupe cette droite dans un point équidistant de
(e, 3) et (', 3'), et les circonférences des deux ensembles tendent vers la
droite K quand C* tend vers l'unité. On peut méme voir que la droite K

est le lieu des points oﬂl%}%‘: 1.

5. De ce quon vient de démontrer dans les n®. précédents, on
conclut que, si la fonction f(z) est holomorphe dans une couronne limitée
par deux des circonférences représentées par 1'équation (1.), on a, pour

toutes les valeurs de x représentées par les points de l'intérieur de cette
couronne '

® T —a\* 2 — b\*
3) )= 24+ 2 8.(G=),
A, et B, étant des constantes qu'on détermine par la méthode donnée dans

les n*. 1 et 2.

Dans le cas particulier ol la fonction f(x) est holomorphe dans
celle des moitiés, dans lesquelles la droite K divise le plan, qui contient
le point @, on a

@ = 2 4.G=5).

C'est ce quil arrive dans le cas de la. fonctlon logz, dont le développement

suivant les puissances de —— + 5> qui est bien connu, peut étre obtenu de la

maniére suivante,

On a

(z—b) 1[d—t , _ .
2mn/ z(z— a5 = n_![dz,""(5 (s—b) )],=a
Mais on trouve au moyen de la formule de Leibnits

a , _ . 1bn
o (@ (a—by) = 22,

et par conséquent
a! - n a1 == n—1
=i (@ (@=b)") = —= (=7 (z—b)" "' (z—1))

=D b Bt =), (e @ —b)).
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Done
dn—1 _ . —b[/b\—1! b\"—2 -n!, ., .
i@ (@—b)) = = [(;) + (;) +---+1] = (_"—a:"—)(w —b").
On a donc

logz = loga+ 21 a —b" ::Z)
En posant b = —a il vient la formule connue

S 2m+1
loge = loga+2mz_‘12m+l(i+z> ,

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de = représentées par les points de
celle des deux moitiés, dans lesquelles la perpendiculaire & la droite qui
passe par les points d'affixes a et —a, divise le plan qui contient le point a.

6. Voici une question qui se présente maintenant. Etant données
deux circonférences dans le plan de représentation des x, 'une placée &
l'intérieur de l'autre, et une fonction f(z) holomorphe- dans la couronne
limitée par ces circonférences, est-il toujours possible de former une série de
la forme (3.) qui la représente dans la couronne considérée?

Supposons premiérement que le centre de la circonférence extérieure
coincide avec l'origine des coordonnées, et soient R, et R, les rayons des
circonférences extérieure et intérieure, =' et y' les coordonnées du centre
de celle-ci. '

Pour résoudre la question considérée il faut voir si les deux circon-
férences données sont comprises entre celles que représente l’équation (1),
et, par conséquent, 8'il existe un systéme de valeurs réelles de C}, C3, «, 3,

o', 3 telles qu’il soit

@) a=0'C f=C
' { a—o'C = (1-C)a', f—FC3=(1—CDy),
R = Cille—a)+ (- ﬂ)’]
(5) 1 (1 Cz)a
' R:»_Cﬁ[a—“)+(ﬂ 671
' @3—c3)y
Or les quatre premiéres équations donnent
' 1—-C; " —C3
o = 09 zmw ﬂ Czy‘l

et les denx derniéres donnent ensuite .

C’ 1 Ci 5 ' ! 2 C: I“Cf ? 1 !
R = ((“;%T)Z($2+!/2)» R; = -(6(?—_—037),(:1:2-}—3/2),
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R SR
k—‘= m, ’/mz_*_yu =0

2 3

1466 . _ G(1=C)

CI +C2 . - Cz(l _C?)
En éliminant C; et C; entre ces équations, on trouve premiérement

o Ck
(6'> Cl - k_ng 9

et par conséquent, en posant R,—R, = k,

k=

et ensuite

ko(Ci—1)+[m(e* — k) — K —g*] C,(C:—1) = 0,
ou '

ko(Ci+1)+Co[m(e*— k) — k' —¢°] = 0.
Cette équation donne pour C, deux valeurs, qui sont réelles quand on a
(67~ I)[¢*(m — 1)’ — K (m-+1)]>0.
Or, comme la circonférence dont le rayon est R, est placée & lintérieur
de celle dont le rayon est R, et comme o représente la distance des
centres, on a
¢<<R,—R,, ¢<R+R,
et par conséquent
o<k, o(m—1)<k(m+1).
Les deux valeurs considérées sont donc réelles.
On peut encore remarquer que ces deux racines sont réciproques;

soient donc représentées par ¢ et 17 En substituant ces valeurs dans '’équation

(6.) il vient, pour déterminer C,, les équations
o—1k to—k 1
Th—e " M T lh—p T W
et on voit que les deux valeurs de C, sont aussi réciproques 'une de I'autre.
En substituant enfin les valeurs qu'on vient de trouver pour C, et
C, dans les équations (4.) on obtient les valeurs de e, 3, o, 3. On trouve
ainsi, en posant C, =90, C, =,

(1=t N
=——Fn% B=_—FY
0’(1—1%) vi(1—1?
= Tl —pr "D’1 = D’——t’) y,1
1 1
et, en posant C, =, C, = 4, ‘
0’ —1 ;o' —1)
o = Toe, 8 =S50,
— t"—l ' l’—-] '

=% Py
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Si 'on permute dans le premier systéme de formules o et o', 3 et 3
on obtient le second. Ces formules ne déterminent donc que deux points
(e, 3), (e, 3), et ces points représentent les nombres a et b.

De tout ce qui précéde on conclut que les circonférences données
sont comprises entre les circonférences réelles représentées par les équations
(1.) et (2.), et qu'il existe, par conséquent, une série de la forme (3.) qui
représente, dans la couronne limitée par ces circonférences, la fonction
donnée f(xz). Les valeurs des nombres @ et b, qui entrent dans cette série,
sont données par les formules qu'on vient d’obtenir, les valeurs des
coefficients sont données par les formules obtenues dans les n*. 1 et 2.

Nous avons supposé jusqu'ici que le centre de la circonférence ex-
térieure coincidait avec l'origine des coordonnées. Si le centre de cette
circonférence est le point d’affixe 4, on peut poser z = z'+4, développer

!

la fonction f(z'+4) suivant les puissances de :,—_—g et remplacer dans le

résultat ' par z—A.

Il convient encore de remarquer que, dans le cas limite ol le cercle
intérieur se réduit & un point (¢, y"), c’est-d-dire, dans le cas ol la fonction
[(z) est holomorphe dans un cercle donné, le point («,y") de son intérieur
excepté, on a, en premier lien, e =2, =y, C,=0, et ensuite

/3 3 2 2
C:= "f;——fy’ o = ,;,Tll_i_——l—‘,l_ﬁm'a B = a%y"
Les constantes @ et b, qui entrent dans le développement de f(z), sont alors
données par les formules
2
6= tiy, b= oin(@+iy);
le point b est donc l'inverse de @ par rapport au centre du cercle donné.

7. Pour faire une premiére application de la doctrine antérieure con-
gidérons une aire A limitée intérieurement par des arcs de circonférence s,,
83y ...y 8, limitée extérieurement, dans une direction, par une droite K, qui ne
coupe pas ces arcs, et infinie dans les autres directions; et supposons que les
circonférences auxquelles appartiennent les arcs considérés ne coupent pas
V'aire A et que f(x) soit une fonction holomorphe dans cette aire. Prenons
I'intérieur de 4 un point d’affixe @ et sur la droite perpendiculaire i K, tirée
par ce point, un autre point d’affixe b tel que les distances des deux points
4 K soient égales. Tirons ensunite une des circonférences représentées par
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’équation \H!: const., dont le rayon soit assez grand et le centre assez

éloigné de la droite K pour contenir & lintérieur les arcs s,,s,,....
Cela posé, nous avons, C représentant cette circonférence et « I'affixe
d’un point de lintérieur de l'aire limitée par C et par s, s,,...

f®O'(ds k(=)0 (z)d
f(2) = 3:7 [ 0 —60) 2. @(z-)—@(;;%]’

oll O(z) = z—z
Mais
@' (2) 1 1
. 0G)—6(@) s—z b
f(z)0O'(z)dz - % x—a)
0(z)—0O(x)
f(x)0'(z)dz [ f(z)ds f(z)ds
@(z)—@(z)_ i—z z—b
f B f(z)ds _ [f(=)ds
B—Cp 5—b!
Sm (z‘cm) [l_w_cm] Sm

ol ¢, ¢,, ... représentent les affixes des centres de s, s;,... .

En remarquant maintenant qu'on a [5—c,|<<|z—c,|, le long de s,,
on voit que la premiére des intégrales, qui entrent dans le dernier membre
de cette égalité, peut étre développée en série ordonnée suivant les puissances

Z—C
de -, et qu'on a par conséquent

m__
f(z)@'(z)ds 1
27'7:“ @(z)—@(z)“G(z—cm ’

G(w__lc ) représentant, suivant l'usage, une série ordonnée suivant les puis-

sances entiéres et positives de

m

Nous avons donc la formule

f(z) = =+ 2 6.(=0),

qui a lien pour toutes les valeurs de  représentées par les points de l'aire
limitée par C et par les arcs s;,8;,8s,....

14*
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Les valeurs de A, sont données par la formule
4 = L [f®6'(x)ds_a—b /'f(z)(z_b)n——ldz,

" mc @O'+(z) — 2in P (z—a)+

laquelle fait voir que ces valeurs ne changent pas quand on remplace la
circonférence C par les autres circonférences représentées par l'équation
)a:—a
z—b

l= const., qui la contiennent & l'intérieur; et, comme ces circonférences

tendent vers la droite K, on peut énoncer le théoréme suivant:

Toute fonction holomorphe dans laire limitée intérieurement par des
arcs de cercle et extérieurement par une droite peut étre développée en série
de la forme suivante:

- —a\" k
f@) = 2 4.C=9'+ 2 6.(;2),
qui a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de cette aire.

Il est facile de voir que cette formule a encore lien lorsque les
circonférences intérieures se reduisent & leurs centres.

8. Une autre question qui méne & des séries de la forme considérée
est celle du développement des fonctions holomorphes dans une aire limitée
par des droites.

Soient K, K,, K, ... des droites qui limitent une aire 4 donnée, mais
ne la coupent pas, = un point de son intérieur et f(x) la fonction considérée.
Par le point b de lintérieur de A tirons des droites perpendiculaires & K,
K., K, ... et soient a,, a,, @;, ... des points de ces perpendiculaires tels que
leurs distances & K, K,, ... soient respectivement égales aux distances de b
aux mémes droites.

On a, en vertu du théoréme de Cauchy,

110 = & giz. | K70

ol O(z) =>—7. | :
Mais, comme on a °
O'(z) 1 1
OG)—0(z)  z—x z—b
f(5)0'(z)

on voit que la fonction est indépendante de @, et qu'on peut par

0 (z)—0O(z)
conséquent écrire, en rendant explicite la constante @ qui entre dans la
fonction O(z),
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k 1 @' *y U d i
f(m)—f(b) = ,é‘l é‘_{i -/‘@(Z‘(f()‘m)(_z'(;(a)” :"‘) .
A’ﬂl

En remarquant maintenant qu'on a
‘ z—b z—b

T —ay, r—a,

pour tous les points z de Dintérieur de l'aire A et pour tous les points z
de la droite K, on conclut que lintégrale

1(5)0'(3, a,)ds
J G, 0,)—6(x,a,)

peut étre développée en série ordonnée suivant les puissances entiéres et

o T —
positives de p

Toute fonction f(x) holomorphe duns une aire limitée par des droites,
qui ne la coupent pas, est développable en série de la /'orme

[@)—f) = = 3 A (2=

m=1 n=1 T —a,

On peut donc énoncer le théoréme suivant:

quand x est laffire d'un point de Uintérieur de cette aire.

9. On peut démontrer, au moyen de considérations analogues &
celles qu'on vient d’employer pour démontrer les théorémes antérieurs, le
théoréme suivant:

Toute fonction holomorphe dans Uaire limitée extérieurement par des
droites et par des arcs de circonférence el intérieurement par des arcs de
circonférence est développable en série de la forme

f(a)—f(b) = 2 2 am (= )+>: P, (z—

n

(ci, €3y ... représentant les centres des arcs extérieurs, ¢, c,,... ceux des
arcs intérieurs et # un point de Vintérieur de l'aire), si ni les droites ni les
circonférences considérées ne coupent laire.

Ce théoréme contient un théoréme démontré par M. Appell dans les
Acta mathematica (t. I, p. 111).

10. Nous avons supposé jusquici que b était V'affixe d'un point de
l'aire 4. On peut trouver, au moyen de la méme méthode, une formule
applicable lorsque b est V'affixe d’'un point de I'extérieur de V'aire considérée.
Si l'on représente par a), les valeurs de a, qui sont les affixes de points
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du plan placés du méme coté que l'aire A, par rapport aux droites K,
et par a,, les autres valeurs de a,, on a alors

f@)= = 3 ar(2= ) + 3 3 Bm(Zn

m=1 n=1 m=1 n=U

+ =P, (z— c)+26’,,,( =)

11. Une conséquence qu’on tire des théorémes qu’on v1ent d’énoncer,
laquelle nous ferons ici remarquer, c’est que les fonctions elliptiques peuvent
étre développées, d’'une infinité de maniéres différentes, en des séries simples,
dont les termes sont des fonctions rationnelles de z, lesquelles sont con-
vergentes dans un parallélogramme des périodes.

Ainsi, par exemple, dans le cas de la fonction p(x), nous avons, en
considérant le parallélogramme des périodes dont le centre coincide avec
Torigine des coordonnées, en posant b =0 et en représentant par ¢ une
circonférence inﬁniment petite avec le centre dans l'origine,

p(%)0O' (5, a,)dz 1 p(z)dz p(z)dz
p(a:) ‘2 /@(z, a,)—0O(z, a,) - 2:7:c it Zzn/
ol O(s,a,) = = —n. mais g, = —a;, 8, = —a,, et

p(z) = zl.+bozz+---;

done
T T "
p(@) = +”‘_\31 [A(n (x_a ) +A(2)( ) +A® (x+a) +AD (x+a2) ],
ol
y 4 [p(E)(—a)'ds
40 = 2‘”1(/ zntl !
@) _ _ _&: p(z)(z—a,)""‘ dz
4,7 = 2inK/ znt1 !
e _ 4 [pE)(+a)y'ds
47 = 21’an el - )
A® — a, p(z)(z-}-a,)""dzt
n 2inK !
Mais, en posant 5 = —3/', il vient
z)(%z —a )+ NG +a)
p()(szrl " e = /P(z)(z'n+la) " ',
K
pEE—ayt JOICETNIN
zntl 'n+l

et par conséquent AP = AP, AD = A“’
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Donc
1, = [ 49 AP a8 AP
p@ =5t S (e Zor tahay ey tarar]
On peut encore écrire cette formule de la maniére suivante:
1 ® — o d
p((l)) = z_'+né: (_1) 1(n_-,1)! d
12. La fonction f(z), considérée dans le n°. 9, peut encore étre re-
présentée, dans l’aire A4, par un autre développement que nous allons trouver.

—al

" [AD)og(z'—a?)+ APlog (z*—a2)).

Z

Remarquons, en premier lieu, qu'on voit, an moyen des égalités (1.)
et (2.) du n°. 4, que si 'on donne un point d’affixe b = ¢’4if3' et une circon-
férence dont le centre soit le point d’affixe ¢, = «'+éy’ et dont le rayon
soit R,, on peut trouver un nombre @, = a+if tel que cette circonférence
appartienne & ’ensemble de circonférences représentées par 1’équation

'm—%
z—b

= const.;

cette valeur de @, est donnée par 1’équation
R..(a' +i") + [(e'—a)'+(y' —8) — Rl (' +iy")
('—a) '+ —8) (@' —a')' + (@' —8)

Cela posé, prenons, comme antérieurement, un point b & Vintérieur
de Yaire considérée et faisons correspondre & chaque droite du contour et
4 chaque circonférence un point, qu'on détermine par le moyen indiqué dans
le n°. 8, dans le cas des droites, et par le moyen qu'on vient d’indiquer,
dans le cas des circonférences; soient a,, a,, @, ..., @, les affixes de ces points.
On a, en représentant par s,,s,,...,s, les arcs de circonférence ou les seg-
ments de droite, qui forment le contour de laire, et par e, une quantité
égale a +1, lorsque s, fait partie du contour extérieur, et égale & —1,
lorsqu’il fait partie du contour intérieur,

T [(z) @' (z)dx
f(.’D) f<b) = mé‘l Gm'm @(z)—@(a:)’

a, =

ou, comme dans le n°. 8,

Ka)~10) = Z e [ 50 ame

ol 0(s,a,) = i:c:’"‘- Mais on a, le long de s,
‘m—b z—b
r—a, 55— Om
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Donc lintégrale
/ f()0'(z, an)ds
0 (3, an)— O(z, an)

—p)
peut étre développée sumivant les puissances entiéres et positives de _ab :

m

et nous avons par conséquent le développement
f@ =)+ = 2 4m (222
convergent & lintérieur de V'aire considérée.
Si b représente un point de l'extérieur de l'aire A, cette formule doit
étre remplacée par la suivante:
f(@) = 2 2 am (2= ,,) g =1

mein= > T—0b

Tr—an

oll @, représente les valeurs que prend @, lorsque a, et z sont tous deux
4 Dlintérieur ou tous deux & lextérieur de la circonférence A& laquelle
appartient l'arc s, et a,, représente les autres valeurs de a,.

13. Nous terminerons ce que nous avons a dire & 1'égard des séries

. . r—a . .
ordonnées suivant les puissances de ——p ©n faisant voir quon peut former,

au moyen de ces séries, des fonctions holomorphes dans une aire limitée
par des droites ou par des droites et des arcs de circonférence, lesquelles
ne peuvent pas &tre continuées & extérieur de cette aire.
Soit
(7.) A+ A, X+ A4, X+ A4, X+ -

une série convergente A lintérieur d’un cercle de rayon égal & Dunité,
laquelle représente une fonction qui ne peut pas étre continuée & I'extérieur
de ce cercle (on connait un grand nombre de séries qui sont dans ce cas);
et soit K une droite qui passe par le milieu du segment de droite déterminé
par deux points dont les affixes sont a et b et y soit perpendiculaire & ce

segment. La série qu'on obtient en posant X = ———Z, c’est-a-dire, la série

(8) PIRIN Camty FI7N Gty R

est convergente dans celle des régions du plan de représentation des =, dans
lesquelles le divise la droite K, qui contient le point d’affixe a. Elle re-
présente done, dans cette aire, une fonction holomorphe, et nous allons
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démontrer que cette fonction ne peut pas étre continuée a I'extérieur de l'aire
considérée. '

_ Soit, en effet, » V'affixe d’'un point de cette aire, voisin de K. Il
existe une quantité positive ¢ et une série

9.) by+b,(x—u)+b,(x—u)*+ by (x —u)’+
convergente dans le cercle de rayon ¢ et de centre w, telle que la fonction
définie par cette série et la fonction définie par la série (8.) coincident dans

la partie commune des aires de convergence des deux séries.
Mais, en posant

r—a u—a
= z—0b’ A= u—>b'
la série antérieure se réduit & la suivante
(10) PAC=Sc=k
laquelle est donc convergente lorsque
1 l e
‘ e |u — b| b

c'est-d-dire, dans un cercle, qui existe dans le plan de représentation des X,
lequel contient & lintérieur le point A. Or, ce cercle doit étre tout & l'in-
térienr du cercle de convergence de la série (7.), parce que la fonction définie
par la série (10.) doit coincider, dans le voisinage du poinf 4, avec la
fonction définie par (7.) et cette fonction ne peut pas étre continuée & l'ex-
térieur de ce cercle. Le cercle de convergence de la série (9.) doit done
étre aussi tout & lintérieur de l'aire de convergence de (8.). Comme cette
circonstance se donne quelque petite que soit la distance du point d’affixe
u & la droite K, on conclut que la fonction définie par la série (8.) ne peut
pas étre continuée au dela de la droite K.

Cela posé, soient: 1°. K, K, K;,... des droites qui limitent une aire
A, mais ne la coupent pas; 2. @ l'affixe d'un point de l'intérieur de cette
aire; 3% by, b,, bs,... les affixes des points placés respectivement sur les
perpendiculaires & K,, K,, K, ..., tirées par le point d’affixe a, dont les
distances & ces droites-ci sont respectivement égales aux distances du point
correspondant & ¢ aux mémes droites.

Les séries

4G ) 2 4G5,

n=\_

Journal fir Mathematik Bd. CXXIT. Ieft 2. 15
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sont respectivement convergentes, dans la moitié du plan déterminée par K, et
a, par K, et a, etc., et les fonctions qu’elles représentent ne peuvent par étre
continuées au deld de ces droites.
Considérons maintenant la somme des séries précédentes
r— a\
S= ZA ( P bn>+h"

=0

Cette somme représente une fonctlon holomorphe dans l'aire A, et nous allons
démontrer que cette fonction ne peut pas étre continuée d lextérieur de
cette aire.
En effet, si cette fonction peut étre continuée aun dela de la droite K,

par exemple, il existe un point d’affixe » et une série de la forme

by+ by(x—u)+by(x—u)’+
convergente dans un cercle de rayon ¢ et de centre d’affixe », lequel coupe la
droite, tels que les valeurs de la série coincident avec les valeurs de S
dans la partie commune des régions de convergence des deux développements.
En approchant le point d’affixe » de la droite K,, on peut tirer un autre
cercle C, de rayon égal & g, et de centre d’affixe u,, qui coupe encore K;, qui
soit & lintérieur du premier et qui ne coupe pas les droites K,, K;,...; et
il existe encore une série de la forme

o+ b1 (@ —u)+b) (. —u,)"+
convergente dans ce cercle, dont les valeurs coincident avec les valeurs

de S dans la partie commune des régions de convergence des deux dévelop-
pements.

Comme le cercle C, est & l'intérieur des aires dans lesquelles les séries
r— r—a
2AC=), 245
sont convergentes, on a aussi, dans ce cercle

34 ( ) =cte(z—u)+c(z—u)+

n=0

z,‘ A ( b) = ¢y+ei(x—u)+cy(x—u) +

On a donc aussi, dans le cercle considéré,
" " ® z—a\" x r—a\"
+bl (w_ul>+"'_[”=“ n m"—b2> +"§()A"($—b3) +"']
= dtJ+d1(w'_”1>+dz<a7—u2>2+
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Or le premier membre de cette égalité coincide avec 3 An(g_—:
n=0 =

dans la partie du cercle C, qui est & l'intérieur de I'aire A. Donc la fonction
définie par cette série peut étre continuée au deld de K;, ce qui est absurde.
On conclut donc que la fonction définie par la série S ne peut pas étre
continuée 3 l'extérieur de laire A.

14. On peut aussi former par ce moyen des fonctions holomorphes
dans une aire donnée A, limitée extérieurement par des droites et par des
arcs de circonférence et intérieurement par des arcs de circonférence, qui
ne peuvent pas étre continuées & l'extérieur de A.

Soient Cy, C,, C;, ... les circonférences auxquelles appartiennent les
arcs qui forment le contour de A et K,, K,, K;, ... les droites données, et
supposons que ces droites et ces circonférences ne coupent pas l'aire A.

A chaque circonférence et 4 chaque droite il correspond deux
nombres a, et c, (c, étant égal & lunité dans le cas des droites) tels
qu'elle peut étre représentée par 1’équation

(11.)

Cela posé, on voit comme antérieurement que, si la série (7.) re-
présente une fonction qui ne peut pas étre continuée & l'exterieur d’un cercle
de rayon égal & l'unité, la série

r—b
T —a,

e cm'

2 A4, :c—b)"

n=0 c:, T — ap

représente une fonction holomorphe dans une aire, qui contient l'aire A,
laquelle ne peut pas étre continuée au deld de la droite ou de la circon-
férence représentée par 1'équation (11.). La somme

F o A, x—b )"

m=1n=0 c:ln T—0an

représente donc la fonction qu'on voulait former.

L’aire A peut, en particulier, étre limitée seulement i l'exterieur ou
seulement & lintérieur. Dans les cas ou elle est limitée intérieurement,
les fontions qu'on obtient au moyen de la méthode précédente ont des la-

cunes limitées par des arcs de circonférence.
15*
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II1.

Sur le développement des fonctions en série ordonnée suivant les puissances de sinaz.

15. Considérons maintenant les développements ordonnés suivant les
puissances de sinz. Nous avons déjh vu, dans un mémoire publié dans ce
journal (tome 116, p. 14), que V'équation |sinz|= c représente des courbes
fermées, lorsque ¢= 1, et nous y avons trouvé le développement des fonctions
holomorphes dans l'aire limitée par une de ces courbes. Sila fonction f(x)
est holomorphe seulement dans la couronne limitée par deux des courbes
considérées, on peut trouver son développement suivant les puissances posi-
tives et négatives de sinz au moyen des formules données dans le n°. 1.
Alors, si la fonction n’a, & Vintérieur du contour s, qu'un nombre limité
de points singuliers, les coefficients du développement sont donnés par les
formules

A, = A+ 4],
A = 1 f(s)coszdz 1 f'(z)dz
" 2im. sin*tlz 2m'7rc. sin"z
A" = 1 2 f(z)coszds 1 % f(z)dz
LYY Mt sin"tlz 2mim,=, sin"z !
Cm Cme
1 N
B, = —2m.mff ()sin"z dz.

A Végard de A, et de B, nous n’avons rien & ajouter & ce qui résulte
immédiatement de la théorie générale. Mais la méthode qui résulte de
cette théorie pour le calcul de A, peut étre remplacé, comme dans le cas
considéré dans le mémoire rapporté, par une autre plus simple, qui résulte
des égalités '

1 f'()ds _ fer+D(0) + shhhf =D (0) 4 -+ 5P ['(0)

2Q2n+ 1)in/ sin*tz 2y + 1! !
1 f'(z)ds _ fC(0)+ 85, f@—(0) + -+ S5 " (0)
2-2qinJ  sin*z - _ @n! '

lesquelles sont une conséquence de l'analyse y donnée et ont lieu, lorsque

la fonction f(z) est holomorphe dans le voisinage du point d’affixe 0. Nous

rappelons qu'on représente par s{;), la somme des combinaisons des nombres
1%, 3, 5%...,2n—-1)

pris m & m, et par S{° la somme des combinaisons des nombres

2% 4 6% ..., (2n—2)
pris aussi m & m.
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Si le point d’affixe 0 est un pdle de f(z), dont le dégré de multipli-
cité est égal & 3, on a, en posant F(z) = f(x)sin’z,

in?
A = 1 f(z.?coszsm 5 ds

2i7r sin®tA8+1y

1 F(z)coszdz _ 1 F'(z)ds
2zn sin®tft+lg 2nim/  sin*+fz)

et, comme la fonction F(x) est holomorphe dans le voisinage du point d’affixe
0, les égalités qu'on vient d’écrire sont applicables & Vintégrale qui entre
dans cette formule.

16. Pour faire une premiére application des formules précédentes

considérons la fonction al; On a alors

4 = 1 coszds 1 smzcoszdz

i 2:7: zsin*t!z 247 zsin"+z
c

sinz

Mais, en posont = F(z), il vient

» ; 1 ;
F(Z")(O) - (_ 1)1, 5 T T F@ 1+1)(0) =0
Done
A _ 1 [F(z)coszdz _ 1 F'(z)dz
it T 2in/  sin s T 2in(2n+2)/ sintis
GV i _SS}%+|,+,._+§§’@].
_(2n+2)' 27+3 2q+1 - 3 !
1 = i F(z)coszdz / F'(z)dz
7 94n sin?7+2z 2m(217+l) sinZi+ig
On a aussi
1 sinz
B, = Sin r ds=1, B,=0 (>1).
[

Done nous avons la formule
11 s (—1)n+t 1 850+ SE0+1 | 24t
z = sz 1.5 @+ 9 [272-{—3 apr1 T LT3 Jsin*r+a.

Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de = qui sont réprésentées
par les points de l'aire limitée par celle des ovales |sinz| =1 dont le centre
coincide avec l'origine des coordonnées..

17. Comme seconde application considérons la fonction

f(x) =

GOS.’B
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On a-
A = 1 cos’zdzs 1 sin2zcoszds
S 2'511C zsin"tlz 4inc zsin*+2z
ou, en posant F(z) = Sl;fz,
4o 1 F'(s)ds
" 2ia(n+1)/ sin*ts
Mais, on a | |
FeD(0) = (— Fe(0) = 0
Donc

_ F'(z)dz
Aoy = 2in(2n+2);/ sin®1+2 5

RV S .
T Cr+2)!2p43 T2y +1+ +S’3'7+‘>3]

AQ,] = O.
On a aussi B,=1, B,=0 (r>>1); et par conséquent nous avons la
formule

1y 241 2 P
cosz 1 g (=1 [ 220D gm 2 b £SO 2]sin2'7+‘:c.

z  sinz + amo (2942)! 21;-}—3 u’?"'”?,}ﬁ AN g

IV.

Sur la série de Fourier.

18. L’intégrale considérée dans le n°. 1 contient comme cas particulier

snz inz?

llntégralei/‘f o=, au moyen de laquelle on peut obtenir la série de Fourier.
ev —ev

Supposons que la fonction f(z) admette la période 2w, représentée
géometriquement par la droite DA, qui fait un angle égal & l'argument de
2w avec l'axe des abscisses et supposons que cette fonction soit holomorphe
dans la bande comprise entre les deux droites paralléles DA et CB. On
trouve au moyen du théoréme de Cauchy, en représentant par S le parallé-
logramme ABCD et par z laffixe d’'un point de lintérieur de ce parallélo-

gramme,
! 6nz
f(x)e @
f(a:) 2wfu 2z |;;’
ew —e w

S
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ou, en remarquant que les parties de cette intégrale relatives aux: droites
AB et CD sont égales, '

o [ [~ i f (0 "’.ﬁi]
ew_e w

Cela posé, nous allons démontrer que, le long de la droite D A, est

>|e* | et que, le long de la droite CB, est
rons pour cela les lignes représentées par 1'équation

inz
w

TS

eT<

inz

e |. Considé-

I (%%

ew

e =

c étant une constante positive quelconque, laquelle, en posant

5 = x,+iy,, = p(cosO+isin0),
peut étre réduite & la forme suivante
—Z (g1 cos © — 2;5in O)
e ¢ = ¢,
ou

eloge
7 cos ®

Yy, = x,tang O—

On voit anu moyen de cette équation que les points du plan de re-

iz

présentation de la variable s dans lesquels |e¢ “ | prend une méme valeur
sont placés sur une méme droite paralléle & D A. Pour trouver cette valeur,

quand la droite est donnée, on doit chercher la valeur que prend |e © | dans
le point ol la droite coupe l'axe des ordonnées. En posant pour cela

x, =0 et en représentant par y; l'ordonnée de ce point, on voit que la valeur

(%2

que |e“ | prend dans la droite parallele & D A qui coupe I'axe des ordonnées
Ty, cos ©
dans le point y, est égale A e ¢ ; et par conséquent que ('angle @

étant compris entre —-g- et g) cette quantité décroit, lorsque la droite consi-

dérée se déplace dans le sens des ordonnées positives. Nous avons donc,

pour tous les points 5 de la droite D A et pour tous les points = de l'intérieur
l’aire ABCD,

&
w

inz

Ield

—>|e

1
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et, pour tous les points de la droite CB et pour les mémes valeurs de z,

tnz snx

e w < e w
On a donc, le long de D 4,
‘c'nx 2imx
1 1 ew e w
s s inz = s'nz+ 2inz + 36nz+.“
eP—e® g® @ gu

t12 2¢72 ~
1 1 ew e w
ins  inz T et wme T |

1 ninz ninvz

Ve 1 ya
A_,= 5. € f(z)ds = 5 .J € [(z)ds.
BC DA

On a donec, en représentant par / le segment DA (ou un segment
égal pris sur une droite paralléle & DA compris entre D A et BC) la formule
de Fourier :

f(x) = %['//(z)dz—}—2n§;./f(z)cosﬂw—gj)—”dz]-

19. La formule de Fourier est encore susceptible, dans le cas des
variables complexes, d’une extension que nous allons indijuer. Supposons,
en effet, maintenant: 1° que la fonction f(z) ne soit pas périodique, mais
qu’elle soit holomorphe dans le voisinage du segment de droite AB, c'est-
a-dire dans l'aire limitée par un parallélogramme PP,Q,Q dont deux cotes
PP, et QQ, sont paralleles et égaux & AB; 2°. que ce segment soit représenté
par le nombre complexe 2w et que a soit I'affixe du point 4. On a, comme
antérieurement, en représentant par S le contour du parallélogramme,

| 1 T
f@) = 56 ﬁ%—:

3 ew____ew
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Soient maintenant » l'affixe d’'un point de AP, v l'affixe d’un point
de AQ et x l'affixe d'un point de AB. On peut écrire

u+2w at2w

inz iz inz
z)e. @ z)e © dz z)e @ dz
f<w> [ [f!(ﬂ_z lTlm +ﬁ( ) snz +/}l(”2 sz
ew__ew ew___ew ew__ew
42w
inz s ins
f(z)e ©ds f(z)e @ (z)e © dg
ITIZ inx nnz ln.'t tn’ I7TZ
e“’ e © ew_ew ew_ew
et par conséquent
Cud2w 742w
ins inz b
f(z)e @ f(zs)e @ dg
f(.’l?) /lnz o_ﬂ_:z: l ins |na: 1
u=a 6O —ew v=a e“’—e“’

U v

ou, en supposant, comme antérieurement, que I'argument de 2w est compris
entre —;—T et%r et en ayant égard & l'inégalité

‘.eju_ >e"” |
qui a lieu le long de la droite qui passe par les points d’affixes u et
u+2m, et & V'inégalité

Sz

| i ! R}
qui a lien le long de la droite qui passe par les points d’affixes » et v+2w,

niNT T +2w nimwz nsTT . nsmnz

f(x) = [hm Sev ./u f(z)e “ ds+lim Se © / ””wf(z)erz].

0 = =
U= n= @ v=an=1

Considérons maintenant la série

nimzx ninzg

= u+2w e
né‘l e / f(z)e dz,

K2

et remarquons que, comme on a

nifz ninz ninz neNT3

/f(z)e v ds = ——/(z)e ) +n,n,f(z)e @ —-;:f% ['(z)e © ds,

on peut 'écrire de la maniére suivante:

‘ _'rrzjﬁ(u :c) - 1 _nin(u-—z)
Llfwreo)—f@) E1e v+ L[k 20)—f @) 2wt
~mdme” @ as
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Or la gérie -

nin(a —x)
_1' w
n

ou, puisque les arguments de xz—a et de w sont egaux,

w 1 non‘a:z_]

b}

—e jw|
n=1 M
ou
1 nm|r— al n|c—al
2—[cos e8I ——— - = ]
Er o] T Taal

est convergente, suivant un théoréme connue (Picard, Traité d Analyse,
t. I, p. 231); et on voit par conséquent, au moyen d'un théoréme donné par
Abel pour le cas des séries de termes réels et dont M. Picard a fait
I'extension au cas des séries de termes complexes (L. c., t. I, p. 73), qu’est

nin(z—u) ) - 1 nint(z—a)
lim S-¢ ¢ =3-¢ ©
u=q n=17 =

On trouve de la méme maniére

nin(x—u) e 1 nin(z—a)
. @® T
lim 2—=e @ = — € b

u=an=1 n

S
I Mg

Comme on a
nin(z—2x) |

‘u+2w = anit |
ST ®e 0 ds <M|20|,
|

u

nin(z—zx)

olt M représente la plus grande valeur que prend ‘f"(z)e_ w dans le
parallélogramme PP,Q,0Q, on voit que les valeurs des termes de la série

= 1
> 5

n=1 n

nin (s —x)

*u+2w — o)
/ f'(z)e “  ds

u

; ; .. &M2w
sont inférieures aux valeurs des termes correspondants de la serie X n,~|,

n=1

quelle que soit la valeur de u, et par conséquent que la série considérée est
uniformement convergente dans le voisinage du point A; nous avons par
conséquent ‘

nin (z2—=zx) w i nin (2 —2)

lim 3 / e © ds = zl'—,/a“wf”(z)e © da.

u=a n=1 n=1M0
a

De tout ce qui précéde on tire 1'égalité

néinz 2w _ninz ninx 2 ning

lim S’e_‘”—/ f(R)e © ds = 26 “’/a+ wf(z)e o dg;

u=q n={

a@
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et de la méme maniére on trouve la suivante

],,T: e / f(z)e ds = z e ;/ f(z)e “ da.
I1 vient donc la formule
ninz a+2w _.7_3.‘2 @w -’ﬂ a-+ nins
f(z) = [Ze “’/ f(z)e  © dz-l—né:e ‘”/ /'(z)e @ dz]

ou
[@ = o= /" fa)ds+2 P / " fa)eos™ E =2 4g

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de = représentées par les points de AB.

16*
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