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Die Nullstellen der Besselschen Functionen.
(Von Herrn Paul Schafheitlin in Berlin.)

Die Nullstellen analytischer Functionen beanspruchen nicht nur yom
rein theoretischen Standpunkt aus besonderes Interesse, sondern sie spielen
auch in den Anwendungen auf physikalische Probleme eine hervorragende
Rolle. Es sind daher auch in neuerer Zeit mehrere Abhgndlungen den
Nullstellen verschiedener Functionen gewidmet worden; von den Herren
Klein*) und Hurwitz**) ist fiir die hypergeometrische Reihe nach zwei ver-
schiedenen Methoden die Anzahl der Nullstellen zwischen 0 und 1 er-
mittelt worden; von Herrn Hurwits***) ist schon frither der Nachweis geliefert
worden, dass fiir positive Indices n die Nullstellen der Besselschen
Functionen Jiz reell sind. Genaueres iiber die Lage der einzelnen Null-
stellen dieser Functionen ist in einwandfreier Weise, so viel ich gesehen
habe, noch nicht ermittelt worden ausser dem schon ldingst bekannten
Resultat, dass fiir unendlich grosse Werthe von x die Function J* gegen

4 .
werth sich ergiebt. Von Herrn Meissel ) fiir J*, und in allgemeinerer Weise von
Herrn McMahontt) sind Formeln zur Berechnung der einzelnen Nullstellen

i3 20+l . < . ‘
‘/EE cos (a;—- 71) convergirt, woraus in einfacher Weise der Wurzelgrenz-

*) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. Math. Ann. Bd. 37.
**) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. Math. Ann. Bd. 38.
***) Ueber die Nullstellen der Besselschen Function. Math. Ann. Bd. 33.
1) Ueber die Besselschen Functionen J{ und Ji. Programm der Oberrealschule
in Kiel 1890. '
1) On the roots of the Bessel and certain related functions. Annals of Math.
Bd. 9.

40*



300 Schafheitlin, die Nullstellen der Besselschen Functionen.

angegeben worden; indessen sind nur die ersten Glieder der betreffenden
Reihen, nicht aber das allgemeine Glied derselben angegeben, ebensowenig
ist iiber die Convergenz der Entwickelung etwas bemerkt worden. So sind
diese Reihen wohl zur praktischen Berechnung niitzlich, aber allgemeine
Schliisse iiber die Grenzen, zwischen denen je eine Nullstelle zu suchen
ist, lassen sich nicht daraus ziehen. Ein Versuch in dieser Beziehung ist
von Herrn Rudsky®) unternommen worden; seine Ergebnisse sind .aber,
abgesehen davon, dass sie nur auf solche Functionen, deren Indices die
Hilften ungerader ganzer Zahlen sind, sich beschrinken, insofern unrichtig,
als die angegebenen Grenzen nur fiir die hoheren Nullstellen Geltung haben,
nicht aber, wie der Verfasser behauptet, fiir simmtliche. Eine Reihe inter-
essanter Eigenschaften, speciell tiber die gegenseitige Lage der Wurzeln
benachbarter Functionen, ist von Herrn Bdcker**) gegeben worden. In einer
kiirzlich erschienenen neuen Note **¥*) hat derselbe gezeigt, dass das Intervall
zweier auf einander folgenden Wurzeln von J° kleiner als 4,810 ist, wihrend
ich schon friihert) gezeigt habe, dass dieses Intervall kleiner als =z ist.
Ich glanbe daher, dass die folgenden Angaben, wenn sie auch keinen An-
gpruch auf Vollstindigkeit erheben konnen, einiges Interesse erwecken
werden. Auch die Besselschen Functionen zweiter Art werde ich mit be-
sprechen, wobei ich bemerke, dass ich hierunter im Gegensatz zu den
Herren Graf und Gublertt), aber wohl im Einklang mit den meisten
Mathematikern die zweite Losung der Besselschen Differentialgleichung
verstehe.

I. Die erste Nullstelle der Function J".

Als Hauptformeln aus der Theorie der Besselschen Functionen sind
bekannt:

A1 dJr n?\ .
L e et (1-5)r=o

x dzx

*) Sur la situation des racines de J*tt = 0. Mém. d. 1. Soc. Royale des
Sciences de Liége (2). Bd. 18, 1895.
**) On certain methods of Sturm. Bull. Americ. Math. Soc. (2). Bd. 3 1897.
**¥) An elementary proof that Bessels functions of the zeroth order have an in-
finite number of real roots. Bull. Americ. Math. Soc. (2). Bd.7 1899.
1) Ueber die Gausssche und Besselsche Differentialgleichung. Dieses Journal
Bd. 114.
11) Einleitung in die Theorie der Besselschen Functionen. I, II. Bern 1898, 1900.



Schafheitlin, die Nullstellen der Besselschen Functionen. 301

2n

IL == Jr g

III. 2 _d__ — Jn—l_Jn-H
T

il . n, dJ°

IV, Jot= 2l
V. o Bge 80
x dz '

dJr—t n(n--—l) . n—1dJ®
VI o (1t D) el

dzr z dz '

VIL e+t (1_1z(n+]))J"+n+l dJn

dz T z dz’

VIII. (n+ 1) Jn_2+2“(1—MLD)J"+(n—1)J"+2 — O’
IX, J = _(1_2"(';;1))Jn+ 2n—1) dJ»

dz !
X, Jrt — _(1_2"(';;*'1)) Jn_2(”:' 1) ‘i‘:'

Die Formeln IV.—X. ergeben sich durch einfache Combination der
Hauptformeln II. und IIL.; durch wiederholte Anwendung von II. erhilt
man die im wesentlichen schon von Herrn Lommel*) angegebenen Formeln:

np — Jn 1 N(p—N)M(n+p—Ai—1) (2)—2
XL Jmr= FE&ED OAI(p—20)M(n+1—1) (az)
s 2 A(p—A—1)I(n+p—2i—1) (221
I AN Tmne—a—nae+o (m) ’
e — Jr 3 (— 1) H(p—AH I (n—14) 2y
XIL J* J ( 1) Hl[](p—?l)_n(n——p—{—l)(m)
I(p—A—1)(n—A—1) (2 )r—ﬂ—l
Min(p—2—10)M(n—p+i) \z.

Die Reihen in diesen beiden Formeln, worin p eine positive ganze

n+1 i
—Jrt lé:)(—l)

Zahl bedeutet, brechen von gelbst fiir 4 = 2 resp. —;—1 ab. In allen

Formeln ist der Einfachheit halber das Argument = weggelassen worden;
alle 12 Formeln gelten ferner unveriindert fiir Y"; zwischen den beiden
Arten bestehen die Gleichungen:

V)

XIIL =% =

XIV. Yooy = 2
T

*) Studien iiber die Besselschen Functionen. Leipzig 1868.
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es unterscheidet sich Y” von dem Lommelschen*) durch den Factor —%,

von dem Hankelschen™) durch den Factor —a.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den Fall eines reellen
positiven Index n grosser als Null. Die Furctionen J* sind iiberall im
Endlichen selbst endlich und stetig und dasselbe gilt von allen Differential-
quotienten, fiir die letzteren bei gebrochenem s mit Ausnahme des Null-
punktes. Die Variable « soll alle miglichen reellen, positiven Werthe an-
nehmen; fiir « = 0 verschwindet J*, im folgenden wird diese Nullstelle
nicht gezihlt. '

Aus der bekannten Reihenentwickelung:

3 _ Ziw_l____ (_'TL)H-?I

=2V mimmsn (2
erkennt man, dass fiir kleine Werthe von = die Function J* positive Werthe
besitzt. Vor der ersten Nullstelle besitzt daher J” einen positiven Maximal-

aJ =0 arJ

werth; hierfiir ist also J” positiv, v s negativ; es muss also nach

I. fiir die erste Nullstelle von M, erst recht also fiir die erste Nullstelle

dx
_ -
von J" das Argument xz>>n sein. Hieraus wieder folgt aus I., dass %57
. V i i 1 d’ " 3 o,
fiir ¢ = » negativ ist. Fiir n>>1 ist d—:? fir kleine Werthe von « positiv;

es liegt also die erste Nullstelle von 47" yor @ = n. Differentiirt man I,

80 -erhilt-man:

(-3) o (%) - ) o

T T

diJn "
Verschwindet —— zum ersten Male, so hat —1]; ein positives Maxi-

3 n n

aiJ : daJ» .
mum, demnach ist —— negativ und es muss daher der Factor von —— in

dieser Differentialgleichung negativ sein; es ist also:

SO e
ey on* +1 2V8n +1

*) Zur Theorie der Besselschen Functionen. Math. Ann. Bd. 4.
**) Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Math, Ann. Bd. 1.
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Die Wurzel aus diesem Bruch ist eine untere Grenze fiir die erste Null-
stelle von %'; erst recht ist dann n—‘ll kleiner als diese Nullstelle, die
also zwischen n—1 und n liegt.

Wie schon bemerkt wurde, ist die erste Nullstelle von d-'t grosser

als n. Fiir diese Stellt_a' ist J* positiv, der Factor von J" in VI. negativ,

n—1 n—1
daher 4. hegativ; es liegt also die erste Nullstelle von d'zz vor der
aJr . . dJjr+p
von —-; die Functionen —z Vo p eine positive ganze Zahl bedeutet

sind fiir alle Werthe von «, die kleiner oder gleich dem ersten Nullwerth

von 47 sind, positiv.
dx
Durch Differentiation folgt aus X bei Riicksicht auf I.:
dJn+? _ 2(n+1) (1_14(1:—:—2)) J"—(l 2(1&—{-—1)(1!—{—2)) dJ»
T T

dx x? dz

Fiir die erste Nullstelle von % muss nach der obigen Bemerkung der

Factor von J" positiv, d. h. *>>n(n+2) sein.

. . Jr . . .
Ist'J* zum ersten Male Null, so ist %Z negativ; es ergiebt sich

daher aus 1V., dass auch J"' negativ ist. Die erste Nullstelle von J"!
liegt also vor der von J*; die Functionen J"** sind fiir alle Werthe von «,
die kleiner oder gleich der ersten Nullstelle von J” sind, positiv. Mit

Riicksicht hierauf folgt aus X., dass fiir die erste Nullstelle von 22" der

Factor von J" positiv, also #°<’2n(n-+1) sein muss. Hieraus folgt:

Die erste Nullstelle von %-i_" liegt zwischen Vn(n+2) und V2n(n+1).

Aus VIIL. erkennt man sofort, dass die erste Nullstelle von J"~* vor
z* = 2(n-1)(n+1) liegt; da ferner die erste Nullstelle von J* nach der
von 4 liegt, so folgt:
dz d

Die erste Nullstelle von J*" liegt swischen Vn(n+2) und V2(n+1) (n+3).
Vermoge 1. folgt aus V. und VIL ’

Ly = (1-" D) g 28,

dJn+t (n+1)(n—1)\ ,, arJn
e —"(1‘_T—)J —(n+1) 35

~
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. diJn et L dJn .
Da fiir die erste Nullstelle von _—; sowohl J*, J**! als anch —— positiv

gind, so ergiebt sich aus diesen beiden Formeln:
Die erste Nullstelle von %‘ liegt mwischen Va(n—1) und V(n+1)(n—1).
Aus XI. ergiebt sich fir p = 6 falls J* verschwindet:
Jrts _Jn_,_2(n:-3){3_ 16(n+22 (n+4) | 16(n+1) (1+2) (n+4) (n+5)}.

T

Fiir die erste Nullstelle von J” ist J*~' negativ, J**° positiv; es muss also
die Klammer in diesem Ausdruck positiv sein. Fiir die obere Grenze
V2(n+1)(n+3) ist sie negativ; fir @ = V2(r+1)(n+2) hat sie den Werth
_ n"+3n—22

(n+1)(n+2)
Nullstelle von J* fir =31 vor V2(n+1)(n+2).

Herr Rudski giebt in der erwihnten Note an, dass die erste Wurzel

und ist also fir =3} auch negativ; daher liegt die erste

von J"*, wo n eine ganze Zahl bedeutet, zwischen (r+ 1)% und (n+2)%
liegt. Es ist dieses Resultat nicht richtig; die erste Wurzel liegt sicher
vom Index 81 an vor dem von Herrn Ruwdski angegebenen Intervall. Denn
aus dem obigen Grenzwerth folgt fir den Index 81, dass x<<V199,5<C 14,125
ist, wihrend %n> 14,137 ist. Thatséichlich ist jenes Ergebniss schon vom
Index 5} an unrichtig, wie die von Herrn Lommel®) berechneten Tabellen
fiir J**t zeigen.

Auf dem hier angedeuteten Wege durch zweckmissige Verbindung
der Formeln XI. und XII. mit den anderen Hauptformeln lassen sich

die Grenzen fiir die ersten Nullstellen von J” und d—d‘i—" wesentlich enger

ziehen, wie ich dies in einer spiiteren Note zu zeigen beabsichtige.

II. Die hoheren Nullstellen von J7» und Y=

Es ist mir nicht gelungen, #hnliche einfache Grenzen fiir die zweite
und die nichstfolgenden Nullstellen fiir grossere Werthe des Index = anzu-
geben; fiir die hoheren Nullstellen habe ich dagegen verhiltnissmissig gute

*) Die Beugungserscheinungen geradlinig begreniter Schirme. Abh. d. Akad.
d. Wiss. zu Miinchen Cl. 2, Bd. 15 Abth. 3, 1886.



Schafheitlin, die Nullstellen der Besselschen Functionen. 305

Resultate erzielt und zwar im Anschluss an die von mir am angegebenen
Orte abgeleitete Integralform von J" und Y*. Es ist:

nrn _ 2Hgr 2 cos" twsin (a:—-z%_—l w}-»_»z-z cotges
'I (.’L‘) - V?tﬂ(ﬂ—%) 6[ sin?n+1w e -dw'

Da fiir die Nullstellen der Factor des Integrals keine Rolle spielt, so soll

dieses selbst nur untersucht und kurz durch K" bezeichnet werden. Setzt

man z =-knte Wwo k eine positive ganze Zahl bedeutet und 0<<e=n ist,
80 ist: .

L K@=

u

Mm—1 (0)

2 —2z cotg w

— e dw.

sin?*+ @ — -

z cos"tw sin (e —

Zerlegt man dieses Integral in Theilintegrale mit den Grenzen
2¢ 2e+2n 2t4+2(r—1nm

=0 g=gp B=%_1 "% a1 T

so wird das erste Integral positiv, das zweite negativ sein und alle
folgenden Integrale abwechselnd positives und negatives Vorzeichen be-
sitzen; es ist zu untersuchen, welches Vorzeichen die ganze Summe erhilt.
Bezeichnet man zur Abkiirzung die Function unter dem Integralzeichen
in (1.) mit ¢,, so ist:

92"‘“ d 2 y27‘+1 2041 —2z cotgu?d 008(8_2"%1 (.0)
f P00 = _2_n'_—*_T f cotg we ————————

cos "t
g?r g,r

2kl 2m+1 :

< —2— COtg2"+l e—chotggzr+1 { cos (E_ 2 g2r+l) —GOS (8-—-———2— gg,-) }
n + 1 g2r+1 .OOS"”yzr.H cOS”""gzr
Benutzt man die obigen Werthe fiir g, so erhilt man:
2n+ 1
COo8 6——2 = Gar41) = CO8¢y, 4,

co8 (5—2"—;——1 ggr) = —COS @,

folglich ist:

92r+1 d 2 2041 _2 { 1 1 }
W < —— Cot, %008 92r 41
f Pador < 2n 41 g Gurna® cos™tgo. 1 cos" gy,
9o -
also erst recht:
3
g 4 cos"t 7 .e—2zcotg gy, 1y
2, f 241 . Gor+1

( ) _ (Padw < 2n + 1 sin2n+lg2r+l .

g2r
Journal fiir Mathematik Bd. CXXII. Heft 4. 41
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" Diese Ungleichheit gilt aber nur unter der Bedingung, dass die
Function cotg™*'we ***"** mit wachsendem w zunimmt und dies ist der

Fall, wenn tgw<—272_7_—1 oder

@3.) w<Zarctgs—— 2 = 1
Ferner ist:

= (T2 _ Ior42 COS"Hew g -2xeotgw ( _ 2n—1 )
f Padw = 2n—1 f sin*+o Geoste 2 ¢
Io2r41 Ior41

2 cos"tg = —1 2n—1
= =1 s ;:::1 €T, +1{COS (8 -5 92r+1) —Co8 (8—_—2_ g2r+2)} >

also:

Iori2 4 COS" 5927. - Le—2xcotgg, +l
¢ - w
(4 ) f @, dw > om—1" sin?ntigy

Y9r41
Diese Ungleichheit gilt solange 9‘::;;—# e~=% mit wachsendem w zunimmt,
d. h. solange w kleiner ist als die reelle Wurzel w, der Gleichung
(GD) 4e—22n+1)tgw+4ztg’w—2n—1)tg’w = 0.

Diese Gleichung hat fiir —=1 nur eine reelle Wurzel.

Setzt man tgw = 2—% , 80 erhiilt die linke Seite von 5. den Werth

% (322°—(2n+1)%).

@n+1)° +1
Ist daher
. 7R (Cn+1)°
5" #>CE)
80 ist:
4z
b
(5".) w,>>arctg TEgR

Des einfacheren Ausdrucks wegen soll zuniichst » ganzzahlig an-
genommen werden; es muss unterschieden werden, ob » gerade oder un-
gerade ist. '

1. Fall. n gerade gleich 2m. Es besteht (—1)*K*" aus m+1 Theil-
26+2(m—1)7n

integralen; die Grenzen des letzten sind In—1

und g— Ist aber
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eg%n, so fehlt das letzte Integral und es besteht alsdann K*" nur aus m

Theilintegralen. Ist nun m selbst eine gerade Zahl, der Index der Func-
tion J also durch 4 theilbar und ist

(6.) e=3q,

so enthdlt K" eine gerade Anzahl Integrale. Aus (2.) und (4.) folgt, dass
wenn man von vorn anfangend je zwei auf einander folgende Integrale
zusammenfasst, diese Summe negativ wird; es ist also die Summe der
m—2 ersten Theilintegrale negativ, vorausgesetzt dass die Bedingungen
(3.), (%) und (5°.) erfiillt sind.

Das vorletzte, (m—1)—te Integral ist

3
2m+ —'Zxcotggm 1

4 _cos Im—1-€
4m+ 1 sin*mtlg,, :

4m2:_1 ist. Da fiir alle in Frage
kommenden Werthe von = der letzte Bruch unecht ist, so ist diese Un-
gleichheit sicher erfiillt, wenn

24 2(m—2)n . 4m+41

(7.) f 1, dw <
m—2

unter der Bedingung, dass g,_,<Tarctg

Jn—1= n—1 27 %
oder wenn
(4m—1) (dm+1)
(8) &= T —4e
ist. Liegt die Wurzel w, von (5.) innerhalb des letzten Integrals, ist also
(9.) w, = gm—1+ 0,
wo o< 47311 ist, so erhilt man fiir das letzte Integral:
(10.) - f T g ndo >
gm—l
wy d - 4 COSQ"‘_igm—1 . e_h““gm_] » 2(4"!—'1 & )
=) PP =T sinm+lg, , -sim i 97 3)
ym—l

Ist (5%) erfiillt, so ist nach (5°)
w,>>arc tg;mi_"';_T

also
41*
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7 4dm+1 .
e R P

oder nach (9.)
4m+ 1
9>L2T‘_gm—1'—"l—x;
ist nun die Ungleichheit (8.) erfillt, so folgt
Tn—4e |
gobald also (5*) und (8.) erﬁillt smd, ist o positiv; es liegt also alsdann
w, im letzten Integral. .
Aus (7.) und (10.) folgt nun, dass auch die beiden letzten Integrale
ein negatives Resultat liefern, wenn

1 _ 1. 2(4m—1 e)
1 008 I < gy S e— g
also erst recht, wenn mit Riicksicht auf (9.)

sin ( — G ) <sin® 4mT_'1 0

oder
L gm_l<‘_11":_ 0
oder wenn
2(Tm—4e)

(12.) 9>m

ist; diese Ungleichheit ist aber nach (11.) erfiillt, sobald
dm—1>8

ist oder

(13) m>2%

ist. Sind die Bedingungen (8.) und (13.) erfiillt, so ist von selbst (5%) er-
fiilllt; sobald ferner die Formeln (7.) und (10.) Giiltigkeit besitzen, sind
auch die Bedingungen (3.), (6%) und (5".) fiir die ersten m—2 Integrale
erfillt. Da m nur ganze Zahlwerthe annehmen kann, so wird die untere
Grenze fir m in (13.) auf 3 zu erhthen sein und man erhilt den Satz:

I Ist m eine gerade Zahl grisser oder gleich 3 und s>§n, so hat

(4m—1) (4m + 1)
T —4e

Wenn aber m ungerade ist, also der Index von J congruent 2
(mod. 4) ist, so hat K" eine gerade Anzahl Integrale, wenn &< $n ist.
Vollig die nimliche Betrachtung liefert hier das Ergebniss:

(=1)}K*™ einen negativen Werth, sobald =
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II. Ist m eine ungerade Zahl grosser oder gleich 3 und s<%n, 0
(4m—1) (dm+ 1)

In—4e

hat (—1)*K’™ einen negativen Werth, sobald x>
9

2. iall n ungerade gleich 2m+1. Fiihrt man fir K***' dieselben
Betrachtungen wie oben aus, so erhilt man:

III. Ist m eine gerade Zahl grosser oder gleich 2 und s< 3 %0 hat

(4m+1)(4m+3) .
T—4e

=1+ einen negativen Werth, sobald x>
g

IV. Ist m eine ungerade Zahl grisser als 2 wund £>Z’ 80 hat

(4m+1)(4m~+3) .
b —4e
Es hat gar keine Schwierigkeit, diese Betrachtungen auf gebrochene
Indices zu iibertragen. Bezeichnet man den Index mit z+4», wo » eine
ganze Zahl und » einen echten Bruch bedeutet, der die Bedinéung
—3<<v=+14 erfiillt, so hat man wie oben die 4 Fille fiir » zu unter-
scheiden und erhiilt: |

—1)'K*™*! einen negativen Werth, sobald =™
g

Ia. Ist m eine gerade Zahl derart, dass m= -;21) ist und ist

8234;214

n, so hat (—1)*K*™*” einen negativen Werth, sobald

(4m+2v—1) (4m+2'v—|-1)

®=> (T4+2v)mr—4e

Ila. Ist m eine ungerade Zahl derart, dass mgt& ist und ist

3+2v

6<4

— 7, $0 hat (—1)*K*+” einen negativen Werth, sobald
(4m42—1) 4m+ 2 +1) |

= BF2v)n—ds

Y ist und ist

IIla. Ist m eine gerade Zahl derart, dass mg_F(;

<1—t2—n,_so hat (—1)'K*"*+*' einen negativen Werth, sobald

(dm—+2v+1) (4m + 2v + 3)

€ > (20 n—4s

IVa, Ist m eine ungerade Zahl derart, dass mgL; Y ist und ist

é> + —n, so hat (—1)*K*™*"*' einen negativen Werth, sobald
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@mt2+ 1) (@mt-2+3)
(B+2v) v—4¢
Fiir alle Sitze gilt die Gleichung « = kn+&, wo 0<£<n ist.
Ist im Index n+» die ganze Zahl » = u (mod. 4), wo p eine der
Zahlen 1, 2, 3, 4 bedeutet, so kann man zusammenfassend sagen, dass
tiber das Vorzeichen von J**” in den oben angegebenen Intervallen fiir &

4(n+v)'—1
Q@u+2v—1)m—4e

Des bequemeren Ausdruckes wegen soll in Zukunft vorwiegend von
ganzzahligen Indices gesprochen werden; es lassen sich ohne Miihe die
Siitze auf gebrochene Indices iibertragen.

4n’—1
ISt m>m

eine positive ganze Zahl bedeutet, dasselbe Vorzeichen wie J”.

Um sich in dem Ausdruck fiir z von & frei zu machen, kann man
demselben seinen grossten Werth beilegen; es geht dies ohne weiteres fiir
u = 3 und 4; fir © = 2 oder 3 aber wird fiir den grossten Werth von & der
Nenner Null. Um fiir #« = 2 zu einem bestimmten Werthe zu gelangen,

ist.

sich eine bestimmte Aussage machen lisst, sobald z >

80 haben simmtliche Functionen J"=*, wo p

beschriinke man & auf das Intervall von Null bis % Es ist dann:

(—LPK" fiir =0 (mod. 4) und >~ negativ fiir ¢=> gn,
4n? —1
b » n= 2 b2 3 w> 7T 2» 2 E< 2
4n*—1 ~_ TT
2 ,,- nE3 39 .9 {L'> e 99 9 6:):2-

Bei Benutzung von Formel VIII. folgt hieraus:

2—--
(~1FK" ist fir n=0 und &> T positiy fur e<<Z,
4 2)'—1 3
2 n BEZ >_Ln%_ 9 s Egzn,
) 4(n+2)"—1
” 9’ n= 1 ’” w>’£"j:”)— '} ’ Sgg

Wiihlt man des einfacheren Ausdruckes wegen allgemein den grissten der
hier vorkommenden Werthe von x, so erhiilt man:

V. Ist a:>‘£(—ni72tl:-1-

Intervallen (k+4)n und (k+3)n resp. kn und (k+4)n, je nachdem n gerade
oder ungerade ist.

, 8o liegen die Nullstellen von J"(x) in den
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Die Moglichkeit fiir das Auftreten eines Zeichenwechsels von J" ist

hiernach fiir die hoheren Nullstellen auf ein Intervall von % beschriinkt

worden; es ist selbstverstindlich, dass bei wachsendem « dies Grebiet durch
die allgemeineren Formeln, in denen & enthalten ist, noch erheblich ver-
engert werden kann. Wie schon erwihnt, darf aber fiir » = 2 und 3 nie-

mals ¢ den Maximalwerth —i—n oder % annehmen. Es convergiren also

die hoheren Nullstellen gegen diese Werthe,; ohne sie aber je zu ilber-
schreiten.

Ferner erkennt man, dass zwei Functionen, deren Indices sich um
2 unterscheiden, entgegengesetzte Vorzeichen haben ausser in den Inter-

vallen % bis %—t resp. 0 bis %, je nachdem der Index gerade oder un-

gerade ist. Daraus ’folgt vermige Formel III.:

VI. Ist a:>4(n+$1 8o liegen die Maxima und Minima von J"(x)

in den Intervallen kn und (k+1)n resp. (k+1)n und (k+4)m, je nachdem n
gerade oder ungerade ist. ‘

Da die hier gegebenen Intervalle fiir das Auftreten eines extremen
Werthes vollig getrennt von den in V. gegebenen Intervallen fiir das Auf-
treten der Nullstellen sind, so folgt, dass in den oben gegebenen Intervallen
fiir dje Nullstellen auch stets nur eine Nullstelle liegt. Die Differenz zweier

auf einander folgenden Wurzeln von J* ist also fiir w>%%_—l grosser

als ?%r und kleiner als 37"—

Giebt man in den Sitzen Ia.—IVa. dem Bruche » den Werth +4,
so erhilt man ganz ebenso leicht:

VIL Ist w>w—;§)'——l, s0 liegen die Nullstellen von J**(x) in den

Intervallen (k+3)n und n resp. (k+P)n und (k+4)n, je nachdem n gerade
oder ungerade ist.

Herr Rudski giebt in seiner schon erwiihnten Abhandlung an, dass
simmtliche Nullstellen von J"* zwischen (n+2ls+>l)% und (n+2k+2)'—1—2‘—

liegen. Wenn auch, wie oben gezeigt wurde, dieses Resultat fiir die ersten
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Nullstellen unrichtig ist, so bestitigt der letzte Satz die Richtigkeit fiir die
hoheren Nullstellen; allerdings geht Satz VIL iiber die Behauptung des
Herrn Rudski hinaus; denn wihrend bei diesem das Intervall fir das Auf-

treten einer Wurzel -725 betriigt, ist es in VII. auf —} eingeschriinkt.

Fiir die Besselsche Function zweiter Art habe ich*) folgende Defi-
nitionsgleichung gegeben:

. 2n—1
+1, "—tweos(z— =~
Yo(z) = Ont1, g f‘} cos"—twcos( 7 )e_mmw doo,
0

sin?#+1

Va Il (n—1%)
Setzt man hierin z = (k—})a+¢, wo 0<C&'<Sn ist, so geht das Integral
in (—1)*K" iiber und man erhilt daher fiir Y" genau dieselben Sitze wie
fir J*; will man aber dieselbe Substitution nimlich « = kn+¢ anwenden,

. . s T .
s0 braucht man in den oben ermittelten Sitzen nur 5 von ¢ abzuziehen

und erhilt beispielsweise:
4(n42)'—1 : . .
VIIL. Ist €>———+——, 80 liegen die Nullsiellen von Y"(x) in den

Intervallen kn und (k417 resp. (k+1)n und (k+3)m, je nachdem n gerade
oder ungerade ist.

IlI. Die Besselschen Functionen nullter bis vierter Ordnung.

Bei den Beweisen des vorigen Abschnitts mussten wegen der Un-
gleichheit (13.) und den entsprechenden fiir die anderen Fille die Indices
unter 4} ausgeschlossen werden; es erlibrigt noch diese Liicke wenigstens
fir ganze Indices auszufiillen.

1. Der Fall n =0 ist friither von mir erledigt worden**); es hat
gich ergeben:

*) Dieses Journ. Bd. 114.
**) Ibid. Der dort gegebene Beweis hat fiir Y° eine kleine Liicke; fiir die erste

mégliche Nullstelle (:v_>_:-:—') von Y ist die dort mit (81%) bezeichnete Ungleichheit fiir

&
4sin?5

—_— e 8% J dann
cos2¢ }/ain 2

& = T nicht erfiillt. Es ldsst sich (30.) leicht &ndern in ¥ >
. sin'(%—%}cos?e \ n " . o0
wird (31*) &>———""——, also fiir é=7: £ > cos7 und diese Ungleichheit ist fiir
aln'—z-

e=2% erfillt.
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IX. Sdmmtliche Nullstellen von J°(x) liegen zwischen (k+3)n und
(k+T)n und die von Y'(z) swischen (k+1)m und (k+$)n, wo k alle positiven
ganzen Zahlen mit Einschluss der Null zu durchlaufen hat.

2. Fiir den Fall » = 1 ergiebt sich fiir v = kn+¢ aus

8z fgl’cosw sin (z — 3)

n sinw
0

dass J' nur fiir £<—Z— verschwinden kann; der Fall & = 0 ist nach den

J () =

e—2a.- cotgw dw ,

Ergebnissen des ersten Abschnitts auszuschliessen, da fiir die erste Nullstelle
x>>V3 sein muss; es zeigt sich also jetzt, dass die erste Nullstelle grosser
als 7 ist. Es soll nun gezeigt werden, dass fiir £<% die Function (—1)*J!
negativ ist. Fiir diese Werthe von & ist

/cos wsin (e— & ’ in(2—
(— )l nJl _fza } coswsin (e Z)e'”“'““’dw—f; Vcoswsin (5 —&)

—2,
— — e z cotg dw.
sin‘“w sin“w

0 2e i
Bezeichnet man zur Abkiirzung das erste Integral mit ¢,, das zweite
mit w,, so ist '

% sin(e—

2#7 d(cotgwe—h-cotgw) Siné
2z —tgw)ycosw (2 — tg2¢) Y cos 2¢

sine cos2¢
(2x —1)sin2e

P, = -cotg 2s.g~ xe0t8 v

—2.rcotg2e

<

Ferner ist
" s 2fw1 ;/cosw e—2zcotgw d{ CO8 (L0

sin? 2

/v s fw &
Vcos2é&-sin’® (2 — =
-—b)} >4 e (4 2) e—?zcotg%,
sin®2¢

W0 w, dle Wurzel der aus (5.) fiir » = 1 hervorgehenden Gleichung -
4r—6tgw+ dxtg’w —tg’w = 0
ist; setzt man w = ?—g, wofiir tgw = 2+4+V2 ist, 8o erkennt man, dass schon
fiir w>% die Wurzel w1>?—72’ ist.
Nun ist (—1)"J' negativ, wenn ¢, <<, ist, also wenn
4.(2z—1)sin’ (%— %) > sginesin®2e
ist, und dies ist sicher erfiillt, wenn
—1D)sin? .~ inZ
8(2z—1)sin gq = 8ing,
also bei Benutzung von sin3e = 3sina—4sin*e, wenn

8(2x— l)slnz4>3 ,
Journal fir Mathematik Bd. CXXII. Heft 4. . 42
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und diese Ungleichheit ist, wie man bei Benutzung der ersten beiden Glieder
der Sinusreihe erkennt, fiir #>>3 erfiillt. Also erhilt man, dass (—1)}J!

fiir eé% negativ und fiir s;g positiv ist; also:

X. Sdmmtliche Nullstellen von J'(x) liegen zwischen (k+1)n und
(k+1)n, wo k alle positiven ganzen Werthe mit Ausschluss der Null an-
nehmen kann.

Wie aus IX. und X. folgt, kann in dem Intervall fiir die Nullstellen
von J' die Function J*', also auch % nicht verschwinden; daher liegt in

den oben angegebenen Intervallen fiir J” stets nur eine Nullstelle. Damit
ist erst der vollige Beweis fiir die von mir aufgestellte Behauptung erbracht,
dass die Differenz zweier Wurzelwerthe von J° kleiner als 7z ist, aber mit
wachsendem 2 gegen 7z convergirt. Die neueren numerischen Berechnungen®)
der ersten 40 Wurzeln von J° bestitigen dieses Ergebniss.

Nach der iiber Y* gemachten Bemerkung am Schlusse des vorigen
Abschnitts folgt sofort, dass (—1)*Y' fir e<2n negativ und fiir ¢=3n
positiv ist, wo & = kn+e¢ ist. Also:

XI. Die Nulistellen von Y'(xz) liegen won der zweiten an zwischen
(k+2)n und (k+3)n, wo k alle positiven ganzen Werthe mit Ausschluss der

Null annehmen kann. Die erste Nullstelle liegt zwischen 12[ und 3.

8. Fiir den Fall #» = 2 hat man:

—2% cotg w da, .
1

7. %
N __ 322" +Zcos wsin(e—§w)
(1P = [ e
es ist daher (—1)%J? positiv fir é—=4%7. Im anderen Falle hat man zwei
Theilintegrale mit der Zwischengrenze %&; bezeichnet man die absoluten

Werthe beider Integrale mit ¢, und vy,, so ist

¢ = %f‘gecotg“w e~z #cos(e;;w) <2 cotgﬁggf e‘”“'g%f{ — cos e}.
0 cos @ cos $¢&
Ist 6 g, 80 ist demnach
: 2 008;3- L cotg§
(P2< 5 sin“s}é e €1

*) Willson u. Peirce. Bull. of the Amer. Math. Soc. Serie 2, Bd. 3. 1897.
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falls tg+”5.s<%z oder wenn &>>3V3.

Ferner ist
3
W1 ¢os’ ez oW cos %e sin’(30,—%) o
e _ D g 4, T zcotgg 5
Y23 f - sin’o d|—cos(Fw—e)| >4 sin®%e

4e
wo w, die reelle Wurzel von

4r—10tgw+4rtg’w—3tg’w = 0

ist. Also ist (—1)*J* negativ fiir ¢<2, wenn ¢@,—w, negativ ist oder

9
wenn

10sin? (% w,— %) 3 sin’ (? —%e) >0

ist. Die linke Seite nimmt mit wachsendem & ab, also ist ¢,—w, negativ,
wenn

10sin? (i o 4—)>%

4
oder wenn
. 3 17
sSin 7 w, < 2—0

ist. Diese Gleichung ist fiir w,—=>811}" erfiillt und ergiebt fiir « die Be-
dingung 2=5,2. Von diesem Werthe an liegen die Nullstellen von J?

. M . . V3
zwischen 3 und 4z und die von Y* zwischen 0 und 7-

4. Fiir den Fall » = 3 ist

cos wsm t—3m) P |
(—~ 1)k"3("’)“ 15 sm(w ! e,
(V)

Hier zerfillt das Integral in 3 Theilintegrale mit den Grenzen 0

2”{;27’ und = 35 ist 6_>_ 40 50 fillt das letzte Integral fort. Bezeichnet man
in diesem Fall die absoluten Betrsige des ersten und zweiten Integrals mit
¢, und w,, so ist:

751

—Apoetd dcos(e Fw) <3 9 Co08 %a(l COS &C08 %e) -t
GOSgw Slﬂ’-}f

28
@ = %f scotg’we
0

falls tg2e <27w ist.
42*
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r %
% cos wewetin

w3 — _g_f {-LOS(E*QU})‘ >4 cos %é sin (2—0) —‘1) —2::(:olg§

sin’w sin’ 2¢&

2
5

wo w, die reelle Wurzel der Gleichung
de—14tgw +4otg’w —Htg’w = 0
bedeutet; damit (—1)*J° negativ sei, ergiebt sich die Bedingung:
14sinz(gwl—é-)—fmin’(g—bga) (l-cosecos%%e)>0.
Wegen der aus Formel XI. resultirenden Gleichung
8N 4 . 4,
— P = (1=

hat J* fiir £>>2y2 das entgegengesetzte Zeichen von J' und J', wenn diese

dasselbe Zeichen haben, also nach den Sitzen I1X. und X. fiir ¢ zwischen

gund 3?" und zwar ist dann (—1)*J° negativ. Es bleibt also die obige

Ungleichung nur fiir ¢ zwischen 3{ und 7z zu untersuchen. In diesem Falle

ist sie sicher erfiillt, wenn:

14 sin <4w1— ) Bsm )(1 -+ cos 20)>0
oder
. (D & — . (T 2 3n __
VTsin (71 w,— —2~) —V5sm(—2-— 55>cos 50— 0
ist. Wenn w, so gross ist, dass 4wl-——>~— ¢ ist, so ist diese Ungleich-

heit erfiillt: hat w, kleinere Werthe, so nimmt die linke Seite mit wachsen-
dem ¢ ab; es ist also ¢;—w; negativ, wenn

_ . /b T g 3n
1/7sm(‘—1w1—§)> Vbsm 10 00820

ist. Wenn w, >824° ist, so ist diese Bedingung erfiillt; aus der Gleichung
fir tgw, folgt dann, dass #>9 sein muss, wihrend die Bedingungs-

gleichung tg%e = 2—7’—’ fir #>>104 erfiillt ist. Von diesem Werthe an liegen
die Nullstellen von J° zwischen O und %; die von Y’ zwischen 3—2’ und $n.
5. Multiplicirt man Formel IL fiir » = 2:
B LTI

mitg und wendet abermals IL an, so folg!:
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Es ist demmnach J* negativ, wenn 2>>2y6 ist und J' und J* gleichzeitig
positiv sind, d. h. wenn & zwischen 272 und 7 liegt.

4
Aus Formel VIII. folgt
2y 86 _ 30
5J'+3J° = —8(1-7)J.

Nun ist sowohl J? als J° fiir ¢ zwischen 0 und negativ, sobald :c>Esi

oder > 1417 ist; demnach ist hierfiir J* positiv, also liegen die Nullstellen
von J' von z>141n an zwischen T und ?’Z" und die von Y* zwischen

2
T
0 und i

1V. Die erste Nullstelle von Y™,
Durch die vorangehenden Siitze ist die ungefahre Lage der hoheren
Nullstellen von Y” ermittelt worden; es eriibrigt noch wie zuerst fiir J* nun
auch fiir Y" die Lage der ersten Nullstelle ungefﬁhr anzugeben. Es ist:*)

3= - 2

—1) 1 n+2p
+ (1 (G+ s3I,
wo ¥ die bekannte Gausssche Transscendente bedeutet. Der Ausdruck

rechts besteht aus 3 wesentlich verschiedenen Theilen. Wendet man auf
den mittleren Theil die Formel XII. an, so wird

1= Iin e 3 i HnlI(p-2)N(u—1) PA
'lpé‘,pﬂ(n—p)( )J P=14J ,,2'1 é‘u( k) pIIAII(p-22) II(u—p)H(n—p+l)(z>
n Hull(p—A—-1)(n—4—1) \2p—21—1
] Jntt 1)4+ 2 .
+3J ,,2:1/120k 1) ])Hlll(p—‘&l—l)ll(n——p)l"l(n-—p-}-l)(x)
Bezeichnet man den Factor von }J” mit H" so ist
”1 Oullddl(n—p+A4) 9 2
n P-4 “
o Mndld (2N = o Hn—p+4) .
=] "(”“"-)(w) 20 pI(p—N)(2i—p)I1(n—p)

*) Siehe z. B. Programm des Sophien-Realgymn. Berlin 1895. Es findet sich dort
das Versehen, dass W(0) statt ¥(n) steht.
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Bezeichnet man die Summe mit ¢(n, 1), so ist

o) = 2 (=1 S Hp NG —p) = i—p)

Als obere Grenze kann co gewihlt werden, da die Summe von selbst
abbricht. Hieraus folgt

= . I(n—p) 2 I1(n-p)
ng(n, i) = ,;‘7..(— 1) (p+4) Mp (A-p) I1(n-A—p-1) + ,Eo (=4F 11p 11(A—p) 11 (n—A~p)

= . HO(n-p) ® p N(n_p-1)
(n+Dgn—1,1) = 2 U onmna-pnei-»-0 1,2, "V tptig-pyim-a-p-1y

also:

(15.) no(n, A)—(n4+2)p(n—1,2) = léu(_l)p IIpII(lH—(np;Z(—nlzl—P) '

Vertauscht man in der zweiten Summe von (n+i)¢(n—1,4) den
Summationsbuchstaben p mit p—1, so erhilt man:

(16.) ne(n, )—(m+i1)p(n—1,4) = (A+1) éu(_ 1y (n—p)

Hpli(h—p+ 1) A (n—i—p)

Die Summe auf der rechten Seite von (16.) geht in die in (15.) iiber, wenn
n—1 und A—1 an Stelle von # und 4 tritt; die Summen bleiben also bei
dieser Substitution ungeiindert. Man kann daher in (15.) fiir 4 Eins setzen,
wenn man gleichzeitig n—4+1 an Stelle von » setzt; dann aber reducirt
gich die Summe auf ihre beiden ersten Glieder, die zusammen Null ergeben,
somit ist

no(n,i)—@m+)pr—1,4) =0

wnd) = O T e )
Nun ergiebt sich aus der Definition von ¢(n,1), dass
9(4,4) = %
ist, also hat man
ICOREES T

und demnach erhilt man
n II(A—1) A TI(n + ) (2)21
(2)

H = 2= i itn—1y

Ganz * ebenso lisst sich der Factor von J**' umformen und es
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ergiebt sich

n

.L
T pll (" —p) @

In(A—1) I II(n+l)( )?1
22 M(n— 1)

na—1)mna—1) nn+41—1) (2)21—1

M@ —1) I(n—1) 5 -

itV = 4%

_%Jﬂ—f—lg
Hieraus folgt bei Benutzung der Formel V:

n n — — 2
] _12_21; IIn )p,]"'P-_— :‘;J"ZH(A DITAII(n -2 1)(%)

(17 (n—p) (21— 1)M(n—2)
')l dJn 2 ”()*l)n(l—l)ﬂ(n—{—l—l)( 2yt
tius 3 N@I—1)MI(n—12) .

Aus diesem Werthe erkennt man, dass der mittlere Theil in (14.)

fir solche Werthe von @, wofiir J* und %— positiv sind, aunch positiv ist.

Wihlt man @ kleiner als die erste Nullstelle von %, so sind nach den

Siitzen des ersten Abschnitts alle J*** und ii% (p = 0) positiv und es nimmt

J"t? mit wachsendem p nach Formel IIL. ab. In diesem Fall ist der dritte
Theil von (14.) sicher negativ; es lisst sich fiir den absoluten Betrag dieses
Theils eine obere Grenze angeben. Man betrachte zunichst den Theil

‘;‘:‘(— 1)y %J"“" und fasse je zwei auf einander folgende Glieder zusammen,

so erhiilt man eine Reihe mit lauter negativen Gliedern, deren absoluter

1 aps n+2p+2 1 o
Betrag pJ P — 5 + —— J*+*+2 ist, und diese Differenz ist kleiner als o0 +1)J )
wenn ¢ <_n+1 ist. Man hat ndmlich

JrE_ et — 9 dJrt2p+1
dz !

Jrm—2_ Jutp — 9 dJr+2—1
de

Ferner erhilt man durch Differentiation von Formel IIL:

d?Jn-{»‘Zp dJn-}-?p—] dJn+2p+l

de* =  daz dz

Da fiir die angegebenen Werthe von x alle in diesen Formeln auftretenden
Functionen mit ihren ersten und zweiten Ableitungen positiv sind, so ergiebt
gich aus den drei letzten Gleichungen:

n42p—2 __ Jn+2p n+2 ___ Jn+2p+2
J JHr > T Jrrets,



820 Schafheitlin, die Nullstellen der Besselschen Functionen.

also erst recht
Jn+?p——3_Jn+?p—2 > Jrrw_ Jgn b-?p+?’
und so fort, schliesslich
Jr—Jnrt? = Jrrw_ Jn +2p+2,

3 Jnt2
dz?
ersten Abschnittes fiir @ = n+1 erfillt. Durch Addition der Ungleichheiten

ergiebt sich '

vorausgesetzt, dass positiv ist, und dies ist nach den Ergebnissen des

Jr—Jr p<Jn F2p _ Jnt2p w)
oder
J* > (p4 1)Jr+w —p Jrtot?
und diese Ungleichheit ergiebt, durch p(p+1) dividirt, die Behauptung.
Nun ist

2 1 juip 2 1
- Fetypre - £

1 Jiter?
2p+1 2p+2

und diese Summe ist wegen der eben bewiesenen Ungleichung kleiner als

n+4p+4
J },

Jrx > (2p+1)1(2 ) und dies ist J"log 2; also ist
(18)) -3 1)P1J"+?P < J*log2.
Auch der Theil 2( 1)" J"”" ist negativ; trennt man den ersten Sum-

manden ab, so ist der Rest posmv folglich ist

1
__2( l)p Jn+2p — Jn+2,

n—f—p Sn+41
und bei Benutzung von Formel X.:
i 2n(n+41) a2 dJr 1 a
19) = F1y i < - - L < G
Nach einer bekannten Gaussschen Formel*) ist:
(20.) #(n) > log (n+1);

getzt man nun in (14.) « =n+ 1, so folgt aus (18.) und (20.):
(p@-tog 5+ 170

Berﬂcksiéhtigt man in (17.) nur den ersten Summanden der ersten Summe,

*) Werke Bd. 3 S. 154. Formel 66.
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so folgt mit Hiilfe von (19.):

n 2 .
15 S,

> (G- )

(,,.*.1 _)J"’
und diese Differenz ist fiir « =+ positiv. Aus den letzten Ungleichheiten
ergiebt sich, dass Y"(z) fiir « =+ positiv ist.

Fiir die erste Nullstelle von J* folgt aus Formel XIIIL, dass ¥”
negativ ist. Da fiir sehr kleine Werthe von =, wie aus (14.) folgt, ¥*
positiv ist, so liegt die erste Nullstelle von Y* vor der von J*. Fiir die

n+4p

zweite Nullstelle von Y” ist % positiv, also folgt aus XIIL, dass hier-

fiir J* negativ ist; es liegt die zweite Nullstelle von Y™ hinter der von J*

Die erste Nullstelle von J* ist grosser als n4-1; da Y* fir x =n+1
positiv ist, so ist es vorher noch gar nicht oder mindestens zwei Mal schon
Null gewesen. Das letztere ist nach dem eben iiber die zweite Nullstelle
von Y" bewiesenen Satze unmoglich: die erste Nullstelle von Y*(x) liegt nach
z=n+1.

Weitere Ergebnisse iiber die Lage der Nullstellen hoffe ich in Kiirze
nachfolgen lassen zu konnen. Der Minimalwerth von #, von dem an die
Sitze des zweiten Abschnittes Geltung haben, ldsst sich wesentlich herab-
setzen und iiber die gegenseitige Lage der ersten Nullstelle von ¥Y* und
seiner Ableitungen lassen sich dhnliche Betrachtungen wie fiir J* anstellen.
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