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Ueber die singuliren Losungen eines algebraischen
Differentialgleichungssystems erster Ordnung mit

n abhiangigen Variablen.
(Von Herrn M. Hamburger in Berlin.)

Im 121. Bande dieses Journals S. 265¥) sind die singuliren Losungen
einer einzigen algebraischen Differentialgleichung n-ter Ordnung, soweit sie
die ersten Integrale derselben betreffen, behandelt worden. Wiewohl die
Differentialgleichungssysteme mit = abhéingigen Variablen stets auf eine
einzige Differentialgleichung n-ter Ordnung zuriickgefiihrt werden konnen, so
schien es doch von Interesse, die Frage nach den singuliren Losungen
der ersteren Systeme, ohne Hiilfe dieser Reduction zu untersuchen. Die
Entwickelungen geschehen nach der gleichen Methode, die in der an-
gefilhrten Abhandlung angewandt ist, und zwar wird zuerst von den Diffe-
rentialgleichungen, dann von den vollstiindigen Integralen ausgegangen. Die
Ergebnisse stimmen in beiden Betrachtungen iiberein. Die Frage nach den
singuldren Losungen eines algebraischen Differentialgleichungssystems erster
Ordnung hat Herr Picard in seinem Traité d’Analyse t. III, p. 52f. behandelt,
gich jedoch auf den Fall beschrinkt, dass die darin auftretende Irrationalitit
durch eine Quadratwurzel darstellbar ist. Ein Kriterium dafiir, ob die durch
Nullsetzung des Radicanden erhaltene Gleichung, falls sie mit dem Diffe-
rentialgleichungssystem vertréiglich ist, ein singulires oder particulires
Integral darstellt, findet sich a.a. O. nicht angegeben. Das dort eingeschlagene
Verfahren, aus dem nicht ersichtlich ist, wie es auf den Fall einer beliebigen
algebraischen Irrationalitiit auszudehnen sei, ist von dem hier befolgten

*) Es sei mir gestattet, bei dieser Gelegenheit einige Berichtigungen zu der ge-
nannten Abhandlung anzumerken.

S. 266, Zeile 9 von unten lies abhiéingigen statt unabhingigen Variablen, S. 269,
Zeile 4 von unten lies 7, statt o,.
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wesentlich verschieden. Dieses beruht, wie in der zu Anfang angefiihrten
Arbeit, auf der Erweiterung der von Herrn Fuchs®) eingefiihrten Methode
der Zerlegung der Discriminante einer Differentialgleichung in ihre linearen
Theiler auf Systeme von Differentialgleichungen.

L
Wir betrachten das System von » Diﬁ'erentialgleichungen erster Ordnung
dy, ayn :
(A.) (@ 90 oy Gy e a2) =0 G=12000),

wo die f ganze rationale Functionen der emgeschlossenen Argumente be-
deuten. Durch Einfiihrung von

d
z-__uldl—l"u2 y2+ +nd$’

WO #y, ..., 4, unbestimmte Grossen bedeuten, kénnen die vorstehenden Diffe-
rentialgleichungen nach einem bekannten Satze durch das System

(1-) d—i = R,-(.’D, yl cos y", 5)7 G=1, 2’"..’”)’

ersetzt werden, wo die R, rationale Functionen von z,y,,..., y., 5 bedeuten
und z durch eine algebraische Gleichung

(2) [(@, Y. Yny5) =0
definirt ist. Die Function f sei vom m-ten Grade in z mit Coefficienten,
die in z, y,, ..., y, rational und ohne gemeinsamen Theiler sind. Die Gleichung

=0 wird in dem Sinne irreductibel vorausgesetzt, dass sie nicht in
Gleichungen niedrigeren Grades in Bezug auf sz mit Coefficienten gleicher
Beschaffenheit zerleghar sei. Im Falle der Reductibilitit von (2.) wiirden
so viele Systeme (1.) zu_betrachten sein, als es 1rreduct1ble Factoren von
f giebt.

Durch Elimination von z aus den Gleichungen

a s YisYoy ev vy Yny
f(y Y1y Yoy eeny Yuy 3) = 0, f(z,y %z 3 _ g

gehe die Discriminan.té;lgleichung
(3) A(@y Y1y Yoy ooy Y) = 0**)

*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1884, Bd. 32, S. 699ff.
**) Zur Discriminanténgleichung kanr man auch unmittelbar von-den Gleichungen

43*




324 Hamburger, ‘iber die singuliren Losungen eines Differentialgleichungssysiems.

hervor, welche die Bedingung dafiir liefert, dass mehrere Wurzeln z der
Gleichung (2.) einander gleich werden. y,=7(z, ¥, 45, ..., ¥._,) 8ei eine
Wurzel der Gleichung (3.). Wir konnen fiir die Variablen z,y,, ¢, ..., 4.
Bereiche festsetzen, in denen 7 endlich und stetig bleibt und sich nicht
verzweigt. Ist @y, o, Y10y -y Yu_s,0 €in willkiirliches Werthsystem innerhalb
eines solchen Bereiches, so lisst sich in der Umgebung desselben # in eine
convergente nach ganzen positiven Potenzen von

T—Zyy Y=Yy Y1— Y10y + 4y Y1~ Yn1,0

fortschreitende Reihe entwickeln. Setzt man diese Reihe 7 in die Gleichung
(2.) fiir y, ein, so werden durch die Gleichung

f(wayly !/2, LU | yn—l? 171 5) = O

m Functionen s von z, y,, ¥,, ..., Y., definirt, von denen mehrere mit ein-
ander zusammenfallen werden. Es mogen nun p Wurzeln dieser Gleichung
in 5 gleich £ werden, wo ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen
ist, dass T nicht identisch, d. h. fiir beliebige Werthe von z, g, 92y ...y ¥us

unendlich sei; im anderen Falle brauchte man nur z' = % statt z einzufiihren.

Es giebt dann p Functionen s, die die Gleichung (2.) befriedigen und fiir
Y. =7 in den gemeinsamen Werth C tibergehen. Diese Functionen sz werden
im allgemeinen in Gruppen von zusammenhingenden Zweigen zerfallen und
eine Gruppe von a(=< ) Zweigen wird die Darstellung haben*®):

x .
4) 50 =g@—0"+0 @G- * +-
wo z und e von Null verschiedene positive ganze Zahlen bedeuten. Denkt
man sich das willkiirliche Werthsystem i, ¥, 0, 420y -+ Yn_10 80 gewdhlt,

dass T fiir dasselbe nicht unendlich wird, so sind &, g, ¢4, ..., €benso wie 7
durch Reihen darstellbar, die nach ganzen positiven Potenzen von z—u,,

(A.) aus gelangen, indem man aus den n+1 Gleichungen

f1=03 f2=0,7-a., f,,:()’ Zi_ afl , afa L. afﬂ =0
- 3% 8% 3 dy
dx dz dz”

. . d d a d"n
die Ableitungen i, Ey;’, e g

dx
Gleichung 4 = 0. _ :
*) Vergl. Fuchs, Berl. Ber. 1884, S. TO1fi.

eliminirt. Das Eliminationsresultat liefert die
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Y1—Y101 oy Yu1—Ya_1,o fortschreiten, und in der Umgebung von =), g,5... ¢u_10
convergiren. Da % als Exponent der niedrigsten Potenz von y,—# in der

Entwickelung (4.) angenommen ist, so darf g, nicht identisch verschwinden.
Durch Einsetzen der Reihe fiir s in das Gleichungssystem (1.) erhiilt man,

indem man noch y, = n+u* setzt
d s a t 4 x .
;il = R'($7 Y1y Yzy e eey Ynoty NHU% §+gu“ +gwti ) G=12.0mo

" d(yx ass
®.) (ydz i = 0% l = R,(z, Y1, Y2, - 9 Yn— 1177+“"=+guu v )""—

1 oy
i= 13y AICY R o Ynoty N+ 0% Tt gots™ ).

Nehmen wir zundchst an, dass keine der rationalen Functionen
Ri(x, Y1, 92 -y Yo1s Yy 3) i=1,2...m fiir y =7, 3 =7 unendlich wird, dann
erhilt man folgende Entwickelungen |

dy;
9 _ Ry O +out B+, 6=12 o

(6.) i
au™ = = R,(n, 5)— 0+ huthu’+ -

wo zu zur Abkiirzung R(a:, yl, : y,,_,,n, £)=R(,C) und

+2 RmD—G
gesetzt ist.
Fiir die weitere Behandlung ist es wesentlich zu unterscheiden, ob
Y. = (2, Y1y Y5y -+ Yo_,) ein Integral des Systems (1.) ist oder nicht. Im

on "<l
ersten Falle muss R,(n,5) = a_Z +2 3_:. R,(n,0), also R, (x, 1, Y2y -y Yn1, 1, 5)—0

identisch gleich Null sein, wenn C einer der Werthe ist, in den s fiir y, =7z
iibergeht. :

Wir nehmen zunéchst an, dass y, =7 kein Integral des Systems (1.) sei,
also R,(@,¥1, Y2y +++y Yn-1,M,5) — 0 nicht identisch verschwinde, und denken uns
das willkiirliche Werthsystem y, yo, 91.0y.++1¥2—1,0, flir welches # in 7, und &
in G, iilbergehe, so gewihlt, dass auch fiir dieses R,(,y,..;§nys, 7, 5)—0
von Null verschieden ist, dann erhalten wir aus (6.), indem u als unab-
hiéingige Variable eingefiihrt wird, folgendes System von n Dlﬂ"erentlal-
gleichungen erster Ordnung

fiﬁ aua—l

(7) | du = B,(q,0)—0+h u+h,u?’
dy; _ an*"R(n,0) + ciu + fiw’ 4 -}
du ~  R.(q,0)—a+hu+hu+-..

(i—1,2,..,n—1)
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darch welches die » Variablen x, y,,4,,...,4,_, als Functionen von » bestimmt
werden. Die rechten Seiten stellen nach den gemachten Vora:ussetzungen
Functionen von , y,, 42, ..., Ya_1, ¥ dar, die fir @ = @y, ¥, = Y10, Y2 = Yaoy++ey Yns
= Y,_19, # =0 endlich sind und in der Umgebung dieses Werthsystems in
Reihen nach ganzen positiven Potenzen von z—ay, §1—410, 92— Y20y -,
Yn1— Yu_1;0 und u entwickelt werden konnen. Die den Differential-
gleichungen (7.) gentigenden Functionen =z, y,, ,,...,y,_,, die fiir « = 0 bez.
die Werthe , 410, 420, ++,9s—1,0 annehmen, lassen sich daher in Reihen nach
ganzen positiven Potenzen von u darstellen, die die Form erhalten

Rn,ul—()'o‘ua—}-ﬂua-kl_‘_”.,

R;,
l Yi— Y = R u—o‘ & +7| a+l+ (i=1,2,..,2-1),
n,

[ .’D—:L',, =

8)

wo der Index O bei o, R, und R;, wie iiberall im Folgenden, bedeutet,
dass in den mit ihm behafteten Grossen

T=Ty, Y=Yy Y2=Yy o0y Y= Yn_1,0
und somit # =1,, {=_C, zu setzen ist. Durch Umkehrung der ersten der
Gleichungen (8.) entsteht

L ’ k] = 2
u=(y,—n)"* = (R, y—00)"* (x—2))*+ I (z—x,)*
und hieraus
TR 142
(9.) Yo—n = (Rn,u‘"au) (@—=,)+ sle—wx,) *tele—a) *+
Yi— Y= R,._(,(:I:——a:“)—}—a,.(:c—a;u)‘+%+ G=1,2..,n—1),
Betrachtet man z, y,, ., ..., ¥, als Coordinaten eines Punktes im (s 1)-dimen-
sionalen Raume, so stellen die Gleichungen (9.) eine Gruppe von a-Zweigen
einer Integralcurve des Systems (1.) dar, die dadurch bestimmt ist, dass

sie durch den Punkt z = zy, §;, = 910y +++ Y1 = Yn_1,0» ¥» = 7 hindurchgeht.
Die Zweige beriihren sich siimmtlich in diesem Punkte, da in ihm die Ab-

leitungen % fir alle Zweige denselben Werth haben. Es ist nia:mlich fiir

2=1 2 ,n—l (d': R,’u lllld dyn) (g’?) +” 1(6’7) .,()+Rn,0 G()—R,, 0

=1

fir alle Zweige.

Die Gleichung y, = n(x, 91, Y2y +++ Yn_y) stellt in dem gedachten Raume
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit dar, die den Punkt z=, y, =9, 0, .+ Yn
= §n_1,0y Y» = 7 enthiilt. - Keine der durch diesen Punkt gehenden Curven, die
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in der Mannigfaltigkeit y, = n verlduft, beriihrt die durch den nimlichen Punkt
gehenden Zweige der Integralcurve. Denn wihlt man die Curve auf der
Mannigfaltigkeit y, =7 so, dass (%;‘)0 =R,,, firi=1,2,...,2—1, dann wird
dyaY _ (9N "5 (90 =
dx )u o (a—m>o + iél (5!;)0 R"” = %
also in dem vorliegenden Falle wesentlich verschieden von R, ;,, dem Werthe

Z?) in den Zweigen der Integralcurve.
0

yon (

Ist also y, =7 kein Integral des Systems (1.), so ist die Mannig-
faltigkeit y, = # der Ort fiir die Punkte, durch welche Gruppen von ein-
ander beriihrenden Zweigen der Integralcurven des Systems (1.) hindurch-
gehen, die aber von keiner auf der Mannigfaltigkeit verlaufenden Curven
in dem Schnittpunkte beriihrt werden. Die Entwickelung von y,—# nach
Potenzen von z—x, beginnt mit der ersten Peotenz. _

Die Giiltigkeit dieser Sitze setzt willkirliche Werthe von w, y,,,
Y201 +++y Yoz, VOTAUS, sie erleidet eine Ausnahme, wenn R,, = o, ist oder einige
der R;,(¢=1,2,...,n) unendlich werden, was nach unserer Annahme gewisse
Bedingungsgleichungen zwischen den genannten Anfangswerthen erfordert.

Wir gehen jetzt zu der Betrachtung des Falles iiber, dass y, =7 ein
Integral des Differentialgleichungssystems (1.) ist und behalten die Annahme
bei, dass keine der n Functionen R,(x,y:, ¥, ..y Ynors¥Yn, ) flir y,=n,z5=0
unendlich werde. Da jetzt R, (z, ¥, 92,..., Ya_1, 7, 5)—0 identisch gleich Null
ist, so erhilt man aus (6.) die Entwickelungen

[ % = R(n, )+ ecut i+ - W=t R}
(10)
I aua‘lz_z = h/lu'u+h#+1ul-'+l+“'a

wo h, als nicht identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Hier sind zwei
weitere Fille zu unterscheiden:

1. w<a. _
Dieser Fall kann, da # und o von Null verschiedene positive ganze Zahlen
sind, nur eintreten, wenn ¢ >>1 ist. - Es gelten dann die Darstellungen

de aus—H-1

du — hy+hypaut ) ,

dy; qut—H#-1 .

Hyu— = mﬁ {R.('Z, C) "l' oY +/3‘u?+ "'} (‘=1:2,-~~1”f1)

Wiihlt man das willkiirliche Werthsystem @y, 4.9, 92, - .,‘y,,_,,(, i'n dem Eindeutig-
keitsbereich von # so, dass fiir dasselbe A, nicht verschwindet, so lassen sich die
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rechten Seiten des vorstehenden Differentialgleichungssystems in Reihen nach
ganzen positiven Potenzen von & —xy, ¥, —¥,0y «++y Yn1—Ya—1,0 Und % entwickeln
und die Integrale desselben, die fiir # = O bez. die Werthe x,, 4,0, 42,0, +++y Y10
annehmen, lassen sich daher in Reihen nach ganzen posiven Potenzen von
u darstellen, die die Form erhalten: '

- ua—,u_l_ bua—,u+1+ ey

By =
N CE DT

Yi— Yo = (OT_ZW:‘;‘ Re,t)“a_”+0ua'”+l+--' (i=1,2,....,'n—l).
Durch Umkehrung der ersten Gleichung ergiebt sich

: : e 2
U = (!In—'l)a = = = LN S (fL‘—Tu) a_[“'*‘ﬂ(-’.c—.’l?”) e—p

und durch Erhebung in die o- te Potenz

a+l

go=1 = (“=E b, ) F (o £) * +Bla— wu>“-ﬂ+

(11) 1
Yi—Y% = R-‘,o(“’—xu)‘l‘?’(-’ll—wu) S +oe G=1200m)
Durch diese Gleichungen wird eine Gruppe von e¢—u im Punkte
T =Ty, Y1 = Y101+ Yn1 = Yn-1,0y Y» = 7y Zusammenhiéingenden Zweigen einer
Integralcurve von (1.) dargestellt, die sich in demselben Punkte, falls e —u>1
ist, berithren. Denn fiir alle Zweige ist

dy; dy,

l/) R,,(i=12,..,n-1), 4 )0 da: . ._“(677> R;, = o,.
Aber jeder dieser Zweige hat in dem gedachten Punkte auch eine Beriihrung
mit der Mannigfaltigkeit y, = 7. Denn bestimmt man auf ihr die Richtung

eines Linienelements im Durchgangspunkte durch die Bedingungen (%—') =R,,

fir i=1,2,...,2—1, 8o wird (d””) (g (6'7) R;, = 0,, gleich dem

IU

Werthe von ( y") in den Zwelgen der Integralcurve. Da dies fiir jeden

willktirlichen Punkt = @y, g, = #10, +++y Yot = Yn_s,01 §u = 7, auf der Mannig-
faltigkeit y, =17 gilt, so konnen wir sagen, dass der Ort y,=7 eine
Enveloppe der Integralcurven des Systems (1.) ist, und wir nennen in
diesem Falle gy, =7 ein singulires Integral des Systems (1.), welche
Bezeichnung im folgenden Abschnitt gerechtfertigt wird. Ist u=a—1,
8o reducirt sich die Anzahl der Zweige der aus der Entwickelung (4.) her-
vorgehenden Integralcurve aof 1, und der Ort y, =7 bildet fir die Integral-
curve, die von ihm daselbst beriihrt wird, keinen Verzweigungspunkt.  Den
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entsprechenden Complex der Integralcurven, die eine Enveloppe je einer Schar
der particuldren Integralcurven bilden, erhilt man durch Einsetzen von
Yn="0(ZyY1y+,Yn_1) in die —1 ersten Differentialgleichungen des Systems (1.)
und Integration derselben; die letztere ergiebt y,, ..., y,_, als Function von «
mit z—1 willkiirlichen Constanten, die im Verein mit y, =# den erwiihnten
Complex darstellen.

Charakteristisch fiir den betrachteten Fall ist, dass in der Entwickelung
von y,—n nach Potenzen von z—z, der Exponent der niedrigsten Potenz
grosser als Eins ist.

Die aufgestellten Sitze erleiden eine Ausnahme, wenn das willkiir-
liche Werthsystem @ =y, §;, = #10y +++y Yn1 = Ya_s,0 80 gewdhlt wird, dass einer
der Ausdriicke B;(@y, §10y +«+s Ya—1,070, Gy) unendlich wird, oder h,,, verschwindet,
wodurch Continuen (r—1)-ter Dimension in der n-fachen Mannigfaltigkeit
y. = n ausgeschlossen werden. ‘

2. w>a—1.
In diesem Falle ist nach (10.)
Zi’ = R,(n, )+ o;u+t-Liw’+ -, (i=1,2,..,n—1)
(12)
du  hy ., hutt  u—a
el

Die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen sind holomorphe
Functionen von z, y,, 42, ..., Y.y, » in der Umgebung des Werthsystems
=Ty, Y1=Y1,0+++ Yno1=Yn_1,0,% =0, in der Voraussetzung, dass x,, #,9, +++y ¥u_1,
willkiirlich angenommen sind. Es giebt also ein den Gleichungen (12.)
geniigendes System von Functionen y,, y., ..., y,_, #, die nach ganzen positven
Potenzen von z—x, fortschreiten und fiir & = «, beziehlich die Werthe
Yy Yooy ooy Yuor0y O annehmen. Die Einsetzung dieser Reihen ergiebt die
Integrale in der Form

u =0, ’
Yi—Yi0 = R.‘,U(“’““’“}"" a,.(a:-——r(,)z—}—--- E=12..,m),
1

und da u = (y,—n) “, so ergiebt sich daraus, dass y, = 7 particulires Integral
des Systems (1.) ist. Ausserdem kann die Gleichung y, =n zugleich ein
singuléres Integral sein, wenn es Zweige von sz als algebraischer Function
von y, giebt, fiir welche ebenfalls 0 = R, und in der entsprechenden Ent-
wickelung von awu®™ % in (10.) u<<a ist

Journal fiir Mathematik Bd.CXXII. Heft 4. 44
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Charakteristisch fiir das particuliéire Integral ist, dass eine oder mehrere
der Entwickelungen von y,—# nach Potenzen von x—w, sich auf y,—n =0
reduciren. "

Es ist nun der bisher ausgeschlossene Fall zu betrachten, dass einige
der Functionen R,(z, y,, Y2y .+ Yu_1, 1, 5) (¢ = 1, 2, ...,n) unendlich werden. Es
mogen dann die rechten Seiten von (6.), nach ganzen Potenzen von u ent-
wickelt, die folgende Gestalt annehmen:

% == Bi = g,.u_"" 4 Il,-u_;"'+l ey (i=1,2...,n—1)
3y
d(.‘/ﬂ“"?) _ a—1 du _ a’? _"—1 877 _ —2 —1+41

—d T G B Eg R e Hhe T ey

wo die Coefficienten g;, &, ..., g, % ... holomorphe Functionen von z,y,, ¢,,...,4,_
in der Umgebung von @ = ), ¥, = Y1, Yo_1 = Y._10 bedeuten und die g; und
g nicht identisch verschwinden. Der jetzigen Voraussetzung nach ist
mindestens eine der Zahlen 3,(i=1,2,...,2—1) und i positiv. Wir unter-
scheiden hier folgende zwei Hauptfiille:

1. ,<<i+te firi=1,2,...,n—1.

Hier muss 4+ positiv sein, denn sonst wiirden, da ¢ =1, simmt-
liche 4, und 4 negativ sein, gegen die Voraussetzung. Aus (13.) folgt

dr . au)t"‘a—l
du = gt hui-’
(14.) 9-+ +
% . aul+a—/..-—1(g-'+h.~u+ ...) . —l)
du g+hu+--. (G=1,2,..,n—1).

Indem wir annehmen, dass g auch fiir @ =, y:=9,0, 1) Yoo1 = Yu_s0
nicht verschwindet, stellen die rechten Seiten der vorstehenden Differential-
gleichungen Functionen von z,y,,y,,...,9,_.,% dar, die in der Umgebung
VO & = Ty, Y1 = Y10y ++y Yu_1 = Yn—1,0, % = 0 holomorph sind. Die Losungen der
Gleichungen (14.), die fiir = 0 beziehlich in =), g9, ..., ¥,_10 libergehen,
haben daher die Form

— o l+a A+a+1
=By = — U bu
I I A

_ — a 9\ d+a—i; a2+t
ly.- Yio = l+a—l,-<g)" + c;u i

Aus der ersten der vorstehenden Gleichungen folgt durch Umkehrung
1

w= (B0 o) et ple—a) o

(16)
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und hieraus
a1

l g = u" = 6”‘”%) (o =) ™ +-3(o—m) et

(16.) T A
0 %k e § e Ata—i; Aa—Ri+1

ly-‘—y-‘,u m( )( 9”) (:E x,) Ate e(w—x) Tva oo
Ist nun 4 =0, so ist y, =7 kein Integral des Systems (1.), denn da u~* die
Anfangspotenz von # in der Entwickelung der rechten Seite der letzten
Gleichung von (5.) ist, so wird diese fir # =0 im ersten Falle unendlich,
im zweiten Falle = g,, also in beiden Fillen R,—o von Null verschieden.

Aus (16.) folgt, dass der Exponent der Anfangspotenz in der Ent-
wickelung von y,—n nach Potenzen von x—x, nicht grosser als Eins ist.

Ist dagegen 4 negativ, dann ist, da B,—o =0 ist, y, =7 ein Integral
Da in dem hier betrachteten Hauptfall 44« positiv ist, so lst . = L

Bestimmt man nun in der Mannigfaltigkeit y, =7 die Richtung eines durch
den Punkt x,, 4., ..., Yu_1.0,7 gehenden Linienelements durch die Bedingung,

dass (‘Z‘i‘)u=R,-,“(i= 1,2,...,,,—1) — wobei einige der Werthe unendlich

sein konnen —, dann wird (%‘)(): (Z—DU 5 (3’7) R,, gleich dem Werthe

|U

von (%‘)U in der Iptegralcurve, wie aus (16.) hervorgeht. Der Ort y, = ¢

ist daher eine Enveloppe der Integralcurve des Systems (1.) oder ein sin-
gulires Integral. Charakteristisch ist dafiir, dass wiederum wie in (11.) der
Exponent der Anfangspotenz von y,—# in der Entwickelung nach Potenzen
von x—x, grosser als 1 ist.

2. 4 =A+q fiir mindestens einen der Indices i.

Hier wird es eine Zahl 4, geben, die nicht kleiner als die Zahlen
Ayy Aoy ovidy_yy Ayyryoeybyyy A4 ist.  Diese Zahl 4, muss positiv sein, da
sonst sé@mmtliche 4, und 4 Null oder negativ sein miissten gegen die Vor-
aussetzung, dass mindestens eine der Zahlen 4, und 4 positiv sei. In diesem
Falle ist y, =7 ein Integral des Systems (1.), wie man erkennt, wenn man
y, als unabhiingige Variable einfiihrt, denn dann wird nach (13.)

9 _np I

d(yn— ~ % B g g
(ydyx n) —— Y 7 Yn+1 — aul,‘ UB(H),
wo ‘B(u) eine nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreitende Reihe
44*
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bedeutet. Da 4,—2 hier > 0 ist, so verschwindet d("g'—y—v)mit u, also auch
mit y,—7. Aus (13.) folgt ferner

dz e dy; . Qi hiu
qary |3 TR e e T
du — luz,-(l+a)+1 gthus-..
dy., @ Grthyu--
Die rechten Seiten sind in der Umgebung des willkiirlichen Werthsystems
T=C, Y ="Ywy ++ry Yao1 =Ya_1o Und 2 =0 holomorphe Functionen von z,
Yiy ooy Yuo1y . Es giebt also ein System von Losungen z, g, 92, ..+ Yaei,

Yui1y++ Yn1, 4 als Functionen von u,, die sich in Reihen nach ganzen positiven
Potenzen von y,—y,, entwickeln lassen und fiir y,=y,, beziehlich in
Ty, Y10y Y20y« o1 Yee1.0y Yetr,09 o Yu_1,0) 0 libergehen. Die Reihe fiir u reducirt
sich hier auf » = 0, woraus hervorgeht, dass y, =7 ein particulires Integral
ist. Gleichzeitig ergiebt die erste der Gleichungen (17.), dass = = x, ein
Integral ist. Dadurch erklirt sich der anscheinende Widerspruch, dass mit

w= 0, wie aus (17.) hervorgeht, % von Null verschieden, ja unendlich sein

kann, da hier —i—a+1 jeden beliebigen Werth haben darf.
Die erlangten Ergebnisse fassen wir in folgenden Siétzen zusammen:
Ist y, = n(®, ¥, 92y -+ Yya1) eine Wurzel der aus

f(m1 Y1y Y2y ey ynsz) =0 und 6({:1:, y”lg;ﬂn,z) =0

hervorgehenden Discriminantengleichung
(@) Y1y Yoy o+ Yn) = 0y
50 sind drei Fille moglich:

1. y,=n ist kein Integral des vorgelegten Differentialgleichungs-
gystems (1.), dann gilt fiir alle Integralsysteme, die die Eigenschaft haben,
dass fiir einen willkiirlichen Werth «, die Integrale y,, y», ..., §,—, die will-
kiirlich gegebenen Werthe g9, 92, .., §n—1,0 annehmen und y, den Werth
Ny = 10(@y, Y10y Y20y ++ Yu—s,0) erhilt, die folgende Entwickelung

(18, Y1 = P(e—),
wo 3 eine nach ganzen positiven Potenzen von z—z, fortschreitende Reihe
bedeutet, in der der Exponent der niedrigsten Potenz nicht grosser als 1 ist.

2) y, =7 ist ein singulires Integral, dann giebt es Integralsysteme
obiger Beschaffenheit, fiir welche ebenfalls die Entwickelung (18.) gilt, bei
denen aber der Exponent der niedrigsten Potenz von x—x, grosser als 1 ist,
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3. y, = n ist ein particuléires Integral; dann reduciren sich einige Dar-
stellungen von y,—n auf y,—7n=0. Fir den Fall, dass es ausserdem Dar-
stellungen der Form (18.) giebt, in denen der Exponent der niedrigsten
Potenz von & —ax, grosser als 1 ist, ist y, = n zugleich ein singulires Integral.

1. Bemerkung. In allen Fillen, wo y, =7 ein singulires Integral
ist, gilt, wie aus (10.) (» << @) und (13.) (A negativ, A+« positiv, also —i<e)
hervorgeht, die Entwickelung

du

au““f = hyt* +h w4 -

wo hy, b, ... Functionen von «, y,, 9., ..., y,—, sind, h, nicht identisch Null und

k positiv und kleiner als « ist. Die Substitution u=(y,—n)* ergiebt
k41

d(Yn |
(ydx X = ho(y.— 77) +h(ya—m) * +- (G <.
Da 7, hy, k, ... Functionen von a, g, 4, ..., y._, sind, also y, nicht enthalten,
dy,
o (%

d 5 .
so erkennt man, dass 8;; = oo flir y, =7 ist.

Bemerkung 2. Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die Integrale
des Systems (1.) in allen Fillen nach ganzen oder gebrochenen Potenzen
von x—x, entwickelbar sind, also in x, algebraische Singularititen auf-
weisen. Ausnahmen treten nur ein, wenn zwischen den willkiirlichen Werthen

Toy Yy Y0y o Yas,o geWisse angebbare Bedingungsgleichungen bestehen,
wodurch Continuen (r—1)-ter Dimension ausgeschlossen werden.
IL
Es sei .
(18.) (@) Y1y Y2y -+ Ya) = CODSL,

ein Integral des vorgelegten Systems (1.). Wir suchen fiir F eine Ent-
wickelung von y,—7 mit von x, y,, ¥,, ..., ¥.—, abhiingigen Coefficienten. Aus

(18.) folgt durch Diﬂ"erentiation nach « und Einsetzen der Werthe von 2%

dz
(19) +R,a"+ 1R, a"’_o
Setzen wir hierin w1eder Yo = 17+u 5=0+ g.,u “+g,%" " +-.- und bezeichnen
¢ als Function von , 9y, ¢, ..., §p—, % Wit ¢, s0 wird

d9 _d9  dpon 99 _0¢ , g on
8z Ox ' Oy.0x' Oy Oy ' Oya Oy’

a¢ 6@ a—1
. du ay,. Ry

G=1,2,..., n—1),
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und die Gleichung (19.) geht iiber in

a_ a-— 8_ e— o n—1
(20.) au“"{a—i-l- R, 79:.{----—}-3,,-, ay,?)_,}"}'gg{R” _6_:7:_. 12;7.3} =

wo in den R, iiberall die erwidhnten Substitutionen fiir y, und s zu machen sind.

Wir nehmen zunichst an, dass keine der Functionen R unendlich wird

ud R,—3"-"> f”
i=1

Y. =1 kem Integral des Systems (1.) ist. Dann kann der Gleichung (20.)

nach dem Satze der Frau vor Kowalewsky durch eine Reihe von der Form

uv

R, fiir Ya=7, 5 = { nicht identisch verschwindet, also

(21'> (; = yz_:"uq)v(wvylay% oy Y 1)

geniigt werden, wo ¢,, @, ... nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende
Reihen sind, von denen ¢, willkiirlich angenommen werden kann und die
tibrigen sich aus der identischen Gleichung bestimmen, die sich durch die

Einsetzung des Ausdruckes (21.) fiir ¢ in (20.) ergiebt:
2 3
(‘P1+ P+ (Pa% +’{)4% e )(R,,(U, O)—o+huthu’+ )

0 v 99 v v
_ alr U( [ dvspl R+ _I_SB(P )%
Aus dieser Identitdit fliesst, wenn man in R,,..., R,_, die Substitutionen
Y, = n+u*, 5 =C+gyu'+--- macht, eine Folge von recurrenten Gleichungen,
durch welche die Reihen ¢,, ¢,... successive eindeutig bestimmt werden.
Insbesondere erhilt man
=0, 9=0,..,¢,,=0,

e D=0) = —a (G4 G R O 2 B (1),

Demnach wird

(22.)

uot+1

(P = (pl)+(pa |+ Fatr 7 T131 (a+ ])'
Die Anzahl der von einander functionalunabhiéingigen Functionen ¢

kann nicht grosser als » sein; denn wenn n4 1 Functionen ¢,, @, ..., @u,,
der linearen partiellen Differentialgleichung (20.) gentigen, so muss die

! . “0(@,, .-y En . . .
Determinante (@15 -+ P verschwinden. Man erhiilt » von einander
a("": Yy ooy yn—}’ ")

unabhiingige Functionen ¢ von z, g, ,...,y,_,, %, wenn man fiir die willkiirliche
Function ¢, der Reihe nach z, y,,..., y,_, nimmt. Denn = solche Functionen
konnen nur dann von einander abhingig sein, wenn die Functionaldeter-
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minante derselben nach je n der Variablen verschwinden. Nun verschwindet
aber die Functionaldeterminante der gewihlten Functionen nach z, y,, 4,,...,4._,
nicht identisch, da ihr Werth fiir # =0 gleich 1 ist, folglich sind die so

bestimmten Functionen ¢ von einander unabhingig.
1

Tndem wir fiir » seinen Werth (y,—n)“ wieder einsetzen, erhalten wir
n von einander unabhingige Integrale mit je einer willkiirlichen Constanten
in der Form
+ +

a+1 a+2
Pot T2 (g — M+ q)“fy(yn—ﬂ) e (aq)f;)!(yn—n) “ ... = const,

wo fiir ¢, der Reihe nach , y,, ..., ,_, zu nehmen ist, und ¢,, ¢,,,... mittels
obiger recurrirender Gleichungen durch ¢, eindeutig bestimmt sind, und
zwar sind sie, da sie aus den R,(7, {) rational zusammengesetzt sind und
im Nenner nur Potenzen von R,(7, {)—o auftreten, in der Umgebung von
T =2y, Y1 =Yy +++y Yn1= Yu_1,, holomorph. Der Exponent der niedrigsten
Potenz von y,—n ist iiberall nicht kleiner als 1.

Nehmen wir jetzt an, dass y,—7 ein Integral des Systems (1.) sei,
dass also

" O0r =\ 0y
fiir y,= 7, 5 =C identisch verschwinde, und zwar laute, wie im vorigen
Abschnitt die Entwickelung dieses Ausdrucks nach Potenzen von #, wenn
Y. =n+u° 5 =C+g,u*+--, gesetzt wird
h,,u“-l-hl,+1u*‘+‘+---,
wo h, von Null verschieden ist, dann erhilt man aus (22.), wenn
1. uw << e,

(rp1+<pzu+rpf_‘;—,+<p4%)(h,,+k,l+1u+---)

67] n—1 6'] R

(23.)
= —qut ¥ 2<aq’v aq’le_i_ + 3% R »

y=10 yl ‘l’! '

Die Gleichsetzung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von u liefert:

o= r=rr= o1 =0, byt

=-—a{a%+a¢"ﬂl(ﬂ,§)+ -4 q)i n—x(ThD}

wobei zu bemerken, dass, wenn u=a—1, schon ¢, von Null verschieden

(24.)
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ist, so dass ¢ die Gestalt erhilt
wut—H Po—u+1 a—u+1 vee
=t @I T
Es giebt also im vorliegenden Falle » von einander unabhiingige
Integrale des Systems (1.) von der Form

—# a—p+1
Pa—u+1

P = Po+ (a ”)|(yn 77) ¢ m(yn—n) * = const,
wo fiir ¢, der Reihe nach z, y,, 9...., y._, zu nehmen ist, und ¢,_,,
@o—ui1+++, Dach ganzen positiven Potenzen von z—x,, 41—y, 0.y Yoot —Yn_10
fortschreitende Reihen sind, die mittelst der aus der Identitiit (23.) folgenden
recurrenten Gtleichungen successiv eindeutig bestimmt werden. Da der Aus-
druck auf der linken Seite obiger Gleichung fiir y, =7 gleich ¢,, also
nicht constant wird, so ist y, =7 ein singuldres Integral, insofern es nicht
durch Specialisirung der Constanten aus den allgemeinen Integralen ¢, = const.

a—u

erhalten werden kann, Der Coefficient von (y,—n) * ist gemiiss (24.)
jedenfalls von Null verschieden, wenn ¢,==z ist. Wir haben also unter
der Voraussetzung, dass keine der Grossen R (7, {) unendlich wird, den Satz:

Ist y,=n ein singulires Integral, so giebt es = von einander unab-
hiingige Integrale des Systems (1.) von der Form

» r41
(25.) ho+h, (Yu—n)* + hrys (Yo—n) © + - = const,,

wo fiir die h, der Reihe nach «, y,, ..., y,_, zu nehmen ist, und &, &, ,,...

nach ganzen positiven Potenzen von @—x,, y,—y, ¢, +++y ¥n_1—Y.—1,0 fortschreitende

Reihen sind, der Exponent der niedrigsten Potenz von y,—n in demjenigen

Integrale, wo h,=ax genommen wird, kleiner als 1 ist.

Specialisirt man die Constanten auf der rechten Seite in den Inte-
gralen (25.) durch die Bedingung, dass y,, 45, ..., 9._, ¥, fiir £ ==, beziehlich
die Werthe y,0, 920, +++y Yn_1,0, 7o annehmen, so erhalten wir, indem wir wieder
y.—n = u” setzen, und die Coefficienten &,, h,,,, ..., in der x-ten Gleichung
wit A, By .41y ..., bezeichnen, die » Gleichungen:

w'—w()+hr,lur+hr+l,1ur+l+"' =0
—yw+hr,zu'+ hr+1,2“r+l+"' =0

) yn—l—yn;l;()"l‘kr,nur+hr+1,nur+l+"' =0
wo h,, von Null verschieden ist. Diese Gleichungen lassen sich, da die
Functionaldeterminante der Functionen auf der linken Seite nach den
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Variablen z, y,, ..., ., fir # =0 gleich 1, also von Null verschieden ist,
durch Reihen fiir «, y,, ..., y,_, befriedigen, die nach ganzen positiven Potenzen
von u fortschreiten, und zwar erhilt man fiir = die Entwickelung
& —xy = — (ko +Pu+ -,
wo
(hrl)ﬂ = b,y (Toy Y1y -4y yn—l,”)'
Die Umkehrung ergiebt
i} § F L 2
(.'/n""]) f=u= (_@m) (m—w(J)r+?'(w—mty)r,
mithin
a+1
R —( (hﬂ)”> (x—x,)" +<)‘(a: —x) T -

Da in dem hier betrachteten Falle;< list, so 1st7> 1. Die Entwickélung

von y,—7 nach Potenzen von z—a, beginnt also mit einer hoheren alg der
ersten- Potenz. Dies war, wie im ersten Abschnitt gezeigt ist, das Kriterium
dafiir, dass der Ort y, =7 eine Enveloppe simmtlicher Integralcurven des
Systems (1.) darstellt. Hier aber erkennen wir die Gleichung y, =7 auch
in dem Sinne als ein singulires Integral, dass es, wie oben bemerkt, aus
den vollstindigen Integralen ¢, = const., soweit sie aus der Zweiggruppe
(4.) hervorgehen, nicht erhalten werden kann.

In dem vorher betrachteten Falle, wo y, =7 kein Integral darstellt,

war %: 1, folglich beginnt da die Entwickelung von y,—% mit der ersten

Potenz von z—x,, in Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten
Abschnitts, '

Ist .

2. uw>c—1,
dann erhilt man aus (20.) durch Division mit »**

{aq)+Rlay + +R —186 }+uﬂ—a+laq){hﬁl+hﬂ+lu+ !
Also wird fiir u =0

39 o9 _
+Rla + +Ru lé;:_o,

oder
dg oo a7
§;+RII+“'+Rn—16y +6y,.{aa:_+ > R‘ay} 0,

i=1

fir y, =7 ;
Journal fiir Mathematik Bd. CXXIL Heft 4. 45
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Dies bedeutet aber, dass das totale Differential von ¢ nach z
d O Oyn
T
fir y, =17 verschwindet, also cp(a:, Y2y +ooy Yo) flir y,=n constant wird.
Mithin ist in diesem Falle y, =7 ein particuliires Integral des Systems (1.),
in Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten Abschnittes S. 329.
Betrachten wir jetzt den Fall, dass einige der R fiir y, =7 unendlich
werden, und zwar mogen gemiss den Gleichungen (13.) die Entwicke-
lungen gelten
R.~=g. -1,~+h u—1~+1+“.’

26. _ oy _nlon —3 .

Dann erhélt man aus (20.), wenn
1. L<Ad+ea firi=1,2, ..,8—1 (also A+0a>0)
durch Multiplication mit «* und Einsetzung des Ausdrucks (21.) fiir ¢

(‘P1+‘P2“+‘P1u‘,'}; (l’4u—,+ ) (g+hust-)

0 v atA— v a—i— v e =
{8?;: +A 1+8y (9 yhrehl gL AT +ayq’ (g,.-ﬂl“_ Iaoi=tgy .. )}

Die Gleichsetzung der gleich hohen Potenzen von u auf beiden Seiten
liefert eine Folge von recurrenten Gleichungen zur successiven Bestimmung
von ¢,, ¢, ..., durch die willkiirliche Function ¢,. Setzt man ¢,=, dann wird

=== =0

r=0

und man erhiilt
ua”'l
=+ Yoyt
Fir ¢, =y,
ua-l—l —2

‘P y.+%+1—z‘ (a+l l)'
Demnach erhalten die » unabhiéingigen Integrale die Form:

a+1
T+ Pays Eﬁ"_:lg? -+ -+« = const.
(27.) . a+4i—Li
Yit Pati- A (a(?i'-‘—l?y'_ +... = const. (i=1,2.yn-1)

Ist 4 positiv, also g, =7 kein Integral, dann ist der Exponent der
der Anfangspotenz von y,—7 in der Entwickelung der ersten Gleichung
grosser als 1. Specialisirt man die Constanten durch die Bedingung, dass
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Y1y ooy Ynry Y fir =2, beziehlich in y, o, .evy Yus, 0 Mo ﬂbergehen, 80 erh#lt man
uoti

Tr— T:J+‘Pa+1 (a+1)! e

ua-i-) Zg
Yi—NioF Pagai, W—l‘)"‘l‘ =0 ("'"'1’.2""”'"')’

und durch dieselben Schliisse, wie oben, die Entwickelung

BN L S
yn '7— (q1a+l)o ((D w()) + )

also in Uebereinstimmung mit dem Satze des ersten Abschnitts, wonach,
falls y,=7 kein Integral des Systems (1.) ist, der Exponent der niedrigsten
Potenz von (z—x,) in der Entwickelung von y,—n kleiner als Eins ist.
Ist 2 negativ, aber so, dass A+o>>0 und >3, dann ist y, =7 ein
Integral des Systems (1.). Da die Ausdriicke auf der linken Seite der
Integrale (27.) fiir y, = nicht constant werden, so ist y, = 7 ein singulires

Integral. In diesem Falle ist der Exponent 5;1;'1- der niedrigsten Potenz von
y.—n in der Reihe auf der linken Seite der ersten Gleichung (27.) kleiner
als 1, und demgemiiss der Exponent der niedrigsten Potenz von z—u,

in der Entwickelung von y,—n grosser als 1, conform mit dem Ergebniss
des ersten Abschnitts.

Ist

2. | L=t
fir mindestens einen der Indices i, und zwar sei 4, nicht kleiner als die Zahlen
Ay Agy ey Ay_yy Ayyry vuny hy_yy A+, wobei dann 4, positiv sein muss (vgl. S. 331).
Dann folgt aus (20.) durch Division mit »*~'- R, mit Riicksicht auf (26.)

199 , R o R._, dg
{R 3a:+R dy, tt g 'R, ay,_,}

g—(ﬁ{g— u*x—*-2t1 4 3], mit hoheren Potenzen von u }

Die Coefficienten von 59_9;, .22, wh g .a—q’ sind sdmmtlich endlich fiir =0
. dz' dy, OYn—1

oder y, =17, da die Exponenten der Anfangspotenzen von # in ihnen resp.
Ay Ay—A4y ocry A, —4,_,, also nach unserer jetzigen Voraussetzung positiv oder
Null sind. Aber i,—A—ea+1 ist = 0, daraus folgt, dass die rechte Seite
fir =0 verschwindet, mithin ist anch

1‘99’+R' SR "" 9 _y fir u=0

9y, R, Oyna
45*
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oder
a;'] n—1 872}
109 RSy, By 89 | Oy o t2 Moy g
«dx R, U, R, ayn—l ayn R, o
und da hier
R" (91] "_IB,' _ _
R—.——z_,-‘g;k: =0 ftir #=0 (vgl. S. 331),
so wird .
109 R dg R, 0¢ Jdgdz  "'dgdy; _ dg

R, 9z "R, Oy, ++7€:55Z_5535; 2 Gy dy, = dy, =0 fir y,=n.
Folglich wird ¢ (z, 4, ..., y,) fiir y,=n constant, y,=7 also ein

particulires Integral in Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten
Abschnitts (S. 331).

IIL.
Fiir die Function ¢ in dem Integrale
@z, Y1y ..y ¥,) = const.
haben wir im vorigen Abschnitt, der Zweiggruppe (4.) von z als Function
von y, entsprechend, fiir ¢ Ausdriicke abgeleitet, die, falls keine der
Grossen R unendlich wird, was wir hier der Einfachheit wegen voraus-
setzen, auf die gemeinsame KForm

1 2 a—1
‘P = L(I+Ll(yn—n)a+L2(yn_77>a+".'+L.a—1(y'n—77) *
gebracht werden konnen, wo Ly, L, ..., L,_, Reihen bedeuten, die nach ganzen
positiven Potenzen von x—xy, yi—¥i0, oy Yoo1— Yur0y Yo—7 fortschreiten.
1

Den o verschiedenen Werthen von (y,—7)“ entsprechen & verschiedene Aus-
driicke’ fiir die L und ebensoviele fiir die ¢, die wir mit ¢,, ¢,, ..., @,
bezeichnen. - Die Coefficienten der Potenzen von C in dem Producte
(C—9)(C—92)...(C—g,)
sind als symmetrische Functionen von ¢,, ..., ¢, durch Reilen darstellbar, die
nach ganzen positiven Coefficienten der obigen Grossen fortschreiten, und
da 7 eine Reihe von der Form n=y, ,+B(@—To, §1— Y10y oy Yn—1— Yu1,0)
ist, schliesslich durch Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen von
B—Tyy Yr—Y1,0r - Yn—Yno fortschreiten.
Die Gleichung
(C—9)(C—¢r)...(C—g,) =0

stellt ein Integral des Differentialgleichungssystems (1.) dar, entsprechend
den o Zweigen von sz als algebraischer Function von y,, die der Gruppe
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(4.) angehoren. Stellt .man ebenso die Gleichungen auf, die den ibrigen
Zweiggruppen von z entsprechen, so erbilt man, da die a]gebraische
Gleichung (2.) in 5 vom m-ten Grade ist, als Integral des Differential-
gleichungssystems (1.) eine Gleichung m-ten Grades in C von der Form
(28.) F(z,y,, 42490, C) = 0, : ’
worin der Coefficient von C™ gleich 1 und die Coefficienten der iibngen
Potenzen von C in der Umgebung eines willkiirlichen Werthsystems a,
Y100+ Yno in Reihen nach ganzen positiven Potenzen von z—=a,, y,—9, ..
Y.—Y.o entwickelt werden konnen. Die auszuschliessenden Werthsysteme
sind durch gewisse Bedingungsgleichungen zwischen =, y,, ..., .0 gegeben,
erfillen also Continuen (z—1)-ter Dimension. Indem man fiir die bei der
Herstellung der Gleichung (28.) auftretende willkiirliche Function Po der
Reihe nach z,y9,,y,,...,9,., wihlt, erhilt man » von einander unabhanvlge
Integrale in der Form
Fi(z,91,.-4 9, C) =0, ..., F.(¢,91,.,4n C) =0 .
wo die Functionen F; die Beschaffenheit der Function F in (28.) hat, und
wo jeder Wurzel s der Gleichung (2.) f(=, 91, ..., ¥uy 3) = 0 ein bestimmtes

System der Wurzeln C,, ..., C, zugeordnet ist. — Gehen wir jetzt von dem
System der primitiven Grlelchunfren aus
(29) [Pl(a:yyn-"aymcucﬂ ,C,,)— 3 Yy (Pn(fl’,yn 1yn1 n)"—" ‘

deren linke Seiten Polynome der Constanten (i, ..., C, sind, mlt Coefﬁclenten;
die eindeutige Functionen von z,gy,,...,y, seien. Die Elimination von je
n—1 der Constanten, moge die » Gleichungén |
(30) Fi(x 91,00 9.,C)=0, ..., F(@4,..14:C)=0

ergeben, die in Beziehung auf die Constanten vom m-ten Grade sein mogen.
Damit die Gleichungen (30.) und (29.) vollig Hquivalent sind, ist noch die
Combination der Wurzeln fiir C,, ..., C, anzugeben, die zu wihlen ist, damit
sie ' Losungen -des Gleichungssystems (29.) sind. Bezeichnet man die m
Wurzeln der z-ten Gleichung von (30.) mit C}, Ci,..., C”" so mogen C?,
Ci, ..., C* zusammengehorige Wurzeln sein. : -

Differentiirt man die Gleichungen (30.) total nach z, so erhilt man
cntsprechend den m Wurzel«rruppen m Systeme von Dlﬂ’erentlalglelchungen

F,  OF, dy, OF, dy, _ ~ °
dy, da:+ ; +8y,. da:_O’-
(31) :
oF,  OF, dy, 6F dyn__
]Bz_ dy, Bs T +dy,. da:_o’

denen die Gleichungen (29.) als Integrale gentigen.
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- Setzt wan u,C,-++u,C,+---+u,C, =5, WO 4, ..., u, unbestimmte Coeffi-
cienten bedeuten, so gentigt s einer Gleichung m-ten Grades [(z, y,, ...
Y. 8)=0, und C,,..,C, sind rationale Functionen von z, so dass Jeder
Wurzel 5 eine bestimmte Combination von Wurzel C}, ..., C} entspricht; aus

Ay
‘dx

von 5 sind, so dass die m Systeme (31.) ersetzt werden kionnen durch

: du, -
(32) . I[ = R,(x, N1yeeny My ), (1 = 1,2,.00),  f(@, 91,y Yny3) = 0,
denen die Glelchungen (30.) als Integrale geniigen.

rationale Functionen

den Gleichungen (31.) folgt dann, dass auch%

Differentiirt man eine der Gleichungen (30.), die wir kurz mit
F(a:, Y1y -+ Yny C) = 0 bezeichnen, total nach z, indem wir C als durch diese
Gleichung bestimmte Function von z,y,,...,y, betrachten und beriicksichtigen
(32.), so erhdlt man

oF oF oF dy,
(33.) oz, __!l_lRl(w’y”""y"’5>+"'+§y—":Rn—l(T7yu ’y"’z)—l_ay—?i}:%
‘ _ _90FdcC
oC dz’
WO
dC aC GC 5C dy,
aa: l+ +dy i -—1+ ayn dz .

Die linke Seite von (33.), glelch Null gesetzt, muss iibereinstimmen mit

der Gleichung

dy,
di = R,(Z,41y 0y Yy 5>a

woraus folgt, dass identisch

OF (dy, oF dC
(34.) ay y —R,(xz, y,,..., y"’z))=—a_CE;’
wobei jeder Wurzel 3 der Gleichung f(z, g1, ..., gu; 5) = O eine bestimmte

Wurzel C der Gleichung F(z, 4, ..., 4., C) = O entspricht. Aus (34.) geht
zundchst hervor, dass die Differentialgleichungen (32.) durch C = const.

befriedigt werden, da der Factor g—g—, der keine Constanten enthilt, nicht

fiir einen beliébigen_ Werth der Constanten verschwinden kann, dem-
nach ist F(z,y,,...,9., C) = O ein Integral des Systems (32.) mit willkiir-
licher Constante. Aber die Gleichungen (32.) konnen auch erfiillt werden,

wenng—g= 0 gleichzeitig mit F = 0 wird. Bezeichnet man mit

D(@,y1y.19.) =0
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die Discriminantengleichung, die durch Elimination von C aus den Gleichungen

aF 3 Y1y eeny mC ’
F(x, 4,y 4ay C) = 0, (= y;ac 0 _ o

hervorgeht, und wird dieser Gleichung durch g, = n(z, ¥, ..., ¥.—,) geniigt,
so stellt die letztere Gleichung, falls sie die Gleichungen (32.) befriedigt und
fiir y, =7 keine der Wurzeln C einen constanten Werth erhilt, ein singulires
Integral, im Falle einige der Wurzeln C constant werden, zugleich ein
singulidres und particulires Integral und endlich, falls alle Wurzeln C
constant werden, nur ein particulires Integral dar. Aber wie aus (34.) her-

ay,
dz

vorgeht, kann g—g =0 werden, ohne dass

—R, = 0 wird, indem nimlich
nur der Factor gyf
kein Integral des Differentialgleichungssystems (32.). Es ist nun festzu-
stellen, unter welcher Bedingung dies eintritt. ,

Da fiir y, = n mehrere Wurzeln C der Gleichung F(z,y,,...,4.,C) =0
einander gleich werden, so mogen p Wurzeln C fiir y, =7 den gleichen
Werth  annehmen, der nicht constant sein soll, da sonst y, = n ein parti-
culdres Integral wire. Die Gleichung F(z, y,,..., 4., C) = 0 nach Potenzen
von y,—n und C—{ entwickelt, erhdlt dann die Form

(33.) F= (!I-"?)gpo(!ln“m C—C)+(C—C)P§Bl(y,,—n, C—;) =0 >
wo B, und B, Reihen nach ganzen positiven Potenzen von y,—n, C—% mit
von «,y,,...,4,—, abhingenden Coefficienten bedeuten, und. $, fiir y,=7 und
C = nicht verschwindet. Nun mbge eine Gruppe von a<p Zweigen der

~ Function C, die fir y, =7 den Werth £ annehmen, die Entwickelung haben
r+1

(36.) C—C=gu(W—0)"+g:(a—1) * -,
WO gy, 9, in der Umgebung des willkiirlichen Systems ,, y,y, ..., Ya_yo holo-
morphe Functionen sind und g, nicht identisch verschwindet. Aus (34.)
erhilt man '

verschwindet. In diesem Falle ist y, = # {ilberhaupt

dF 3 :
50 = W= MB(ga=1, C=5)+(C=T)*~' Py (Y. —1, 5-L),
wo P, fiir y, =7, 5 =G nicht verschwindet.
Die Substitution (36.) fir C—Z moge ergeben:

oF g | |
50= G B((5a-m)") PRIt

wo P, fir y, = n nicht verschwindet. ¢ wird nur dann kleiner als 1 sein,
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wenn (ﬁ—l)-r¥<1 ist, 'und in 'diesem Falle ist ¢ = (p—l)-%, sonst
ist o =1. '
Nun folgt ebenfalls aus (36)

dC’ d
CLIRO Y (PR ) PR S (AR 1
WO 2]31 und B, fiir y, =7 nicht verschwinden. Also wird

L (g0~ 1)) (0. (24 (g, - n (g, n@)

dy,.

(36.) . J d
(g %m m(“ e

, da § mcht

constant sein soll.

Ist nun %g 1, so erhiilt man aus der rechten Seite von (37.) nach
Abtrennung von (y,—n)¢ einen Ausdruck, der fiir y, = n nicht verschwindet.
Aus

gyp —mn)¢ als Theiler enthiilt,
wiihrend ‘fiy; — R, (x,9,,....4., ) nicht verschwindet, also ist in diesem Falle

Y. =7 kein Integral der Gruppe der Diﬂ’erentia]gleichtihg’ssysteme, welche
aus der Zweiggruppe (36.) hervorgehen

Ist aber——<1 dann ist (y,,—n) "' die hochste gemeinsame Potenz
von y,—n auf der rechten Seite von (36.). Diesc Potenz ist nie negativ,

denn nach obiger Bemerkung muss, wenn ¢ <1 ist, ¢ = (p— 1)£ sein, also
o+ 2——1 = p-%— 1, mithin da p = e, 0+ i— —1=r—1. Nach Abtrennung von

(y,,—r])e‘k_;_1 bleibt auf der rechten Seite von (37.) ein Ausdruck, der y,—
nicht mehr als Factor enthilt, aber doch fiir ¥, = n verschwindet, weil

:{: = ;'7 wird. Also wird auch nach (34) e (dy" —R,,(a:, Y1y ooy Yy z))

nach Abtrennung der hichsten Potenz (y,-—r;)p L die nur in a F als Theiler

enthalten sein kann, fiir y, =7 verschwinden, folglich w1rd —R,(z,Ysy.00yYny5)

=0 fir y,=7n; also ist y, =7 ein Integral, und da fiir Y, =7 C nicht
constant wird, ein singulires Integral der aus (36.) hervorgehenden Gruppe
der Differentialgleichungssysteme.
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y, =17 ist also iiberhaupt kein Integral, wenn in keiner Entwickelung
von C als Function von y,, definirt darch die Gleichung F(z, g, ..., y;, C) =0,
nach Potenzen von y,—7, der Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als
1 ist. KEs ist ein Integral, wenn in einigen Entwickelungen der Exponent
der niedrigsten Potenz von y,—n grosser oder gleich 1 ist, und zwar 'ein
singuléires, und falls .einige der Wurzeln C fiir y, =7 constant werden, zu-
gleich ein particuléires. '

Im vorigen Abschnitt haben wir, von den Differentialgleichungen
ausgehend, iibereinstimmend mit den vorstehenden Krgebnissen festgestellt,
dass y, = n(x, ¥, ..., y.—1) kein Integral ist, wenn bei der Entwickelung von
C; als Function von y—n nach Potenzen von y,—# in keiner der Integral-
gleichungen ¢;(z,y,,...,¥,) = C; der Exponent der niedrigsten Potenz von

Yu—1 £<1 ist, dagegen ein Integral, wenn wenigstens fiir eine Integral-

gleichung ¢, (z, 91, ..., ¥,) = C, (némlich derjenigen, die der Annahme, dass
die willkiirliche Function ¢, = x sei, entspricht) der Exponent der niedrigsten
Potenz von y,—n kleiner als 1 ist. Dies galt, wie aus der Ableitung her-
vorgeht, fiir jede beliebige Function . Wenn y, =7 eine Wurzel der
Discriminantengleichung 4 = 0 ist, so sahen wir, dass im letzteren Falle
Y, =7 ein singulires Integral ist. Daraus erkennt man, dass die Discrimi-
nantengleichungen 4 =0 und D =0 die singuldiren Losungen y,=7n zu
gemeinsamen Wurzeln haben miissen. Wihrend indess von den Coefficienten
der Differentialgleichungen (1.) eine Bedingung erfiillt werden muss, damit
eine singulire Losung existire, ndmlich dass R, = o ist, haben die Coeffi-
cienten der Integralgleichungen eine Bedingung zu erfiillen, damit keine
singulire Losung vorhanden sei. Denn in diesem Falle enthilt, wie im

oF ., oF .. ,
7o &8 rre die Potenz (y,—7)* als

Factor. Es muss also fiir y, =7 mit D =0 zugleich g;:

Anmerkung: Die Discriminantengleichungen, die wir erhalten, indem
wir aus je einer der Gleichungen F(x,y,,..., 9., C}) =0 und ihrer Ableitung
nach C; die Constante C; eliminiren, brauchen nicht mit einander {iberein-
zustimmen, doch miissen sie alle mit 4 =0 die singuliiren Losungen y =g
zu gemeinsamen Wurzeln haben. Man kann nun, ohne Bevorzugung einer
einzelnen Constante C;, von dem Systeme der vollstindigen Liosungen (29.)

Py Y1y oo Yoy Ciy Coy ooy C) =0, iy @a(@, Y1y 000y Yy Ciy ooy C,,) =0
Journal fiir Mathematik Bd. CXXII. Heft 4. : 46 '

Vorhergehenden entwickelt ist, sowohl

= (0 sein.
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ausgehend, zur Discriminantengleichung gelangen, indem man die Bedingung
aufstellt, dass die vorstehenden Gleichungen als algebraische. Gleichungen
zwischen den Unbekannten Ci, ..., C, betrachtet, ein Wurzelsystem .mehrfach
besitzen. Dieselbe ergiebt sich bekannthch durch Elimination sammthchel
Constanten aus den n+1 Gleichungen

do, 0 O¢n
(pl‘—O (pz—OV‘ )(pn—O Ei 06(212"' ag ’—'O .
Das Eliminationsresultat D =0 hat mit 4 =0 die smmlaren Losungen
gemeinsam.
' Anwendungen:*)
1. Beispiel. -
- ($+dy1)dy| d_ﬁ_ =.0, .
(o+ %)%y, — 0.
Setzt man
' d
+ .'/1 —
80 geht das System iiber in
dy, 2:1;- .
: dz — *7 3
(2) d./2 yz
- o= = g—(a+3) (s~ )

Dadurch ergiebt sich als Gleichung fiir 2:

| 5 —(3w+y)5+27w+3y1 —4.=pztyq.
Die Discriminante lautet. _
4=4p’-27¢" =0,

q.='2l/(§)—a,

0= w +5h— g 2 @+ 3y1)% =7, y)
Dle B unction 7 ist iiberall holomurph mit Ausnahme der Werthsystéme x, y,,
fir die 2’48y, =0 ist. Die zu y,=7 gehorige doppelte Wurzel L von 3 .ist

g— Vp-‘—-}/-’v+5y1

*) Die Bexsplele sind aus der Abliandlung des Herrn A. Mayer: Ueber die Ab-
leitung der singuliren Losungen eines Systems gewdohnlicher. lefelentxa]glewhungen aus
den Differentialgleichungen selbst. Math. Ann. XXII. -

WOraus

also
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Zunichst tiberzeugen wir uns, dass g, =7 ein Integral des Systems (2.) ist,
Hierzu muss

3) a5 =n—(t+ “)(C——

sein, welche Gleichung identisch erfiillt wird.
Es ist nun diejenige Function s von y,, die fir y,=n.in { ibergeht,
nach Potenzen von y,—7 zu entwickeln. Wir haben -

1 2
2 = (5m2+y1)5+§7—w3+§y1-—.y2,
1. 2
| L = 3@ +9)t+ g+,
also 80 =G’ +y) (3 -5)—(g.—m),

oder - (=0)|(x—0+3L(z-0)+30 -1 y:!—!lz =7,
und da t = —1V2*+3y,,

(3—C)"|a—C+3C} = g.—n.

Hieraus ergiebt sich die Entwickelung
5= Lt (e e@e—i o
Aus (2.) folgt, wenn man

Yo =N+, 5_§+EC‘+ w
setzt, |

on , On 2
oo+ s (—gati e )+ 2]

V3¢

=y (”‘+§+V_§+au o) (= Bt Tt et
oder nach (3.)
du _u aq
U= ]73—2{ 2?;} +pu'+ -

und da

z  On - r

3 &y, 7

2u~ = —V3C-u+pw 4

sodass der Coefficient von # nicht identisch verschwmdet Setzen wir wieder

u = (y,—nh

so ergiebt sich die Entw1ckelung
W) o L (o )+ A=

sodass also der Exponent der niedrigsten Potenz von gy,—7 in der Ent-
% _ A
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wickelung von ("“’ %) Kleiner als 1 ist; folglich ist nach S. 333 des ersten
Abschnitts

== @ty — o (@ + 3y )t
ein singulires Integral. In der That folgt aus
du o dy, . 2z 1
2—““— —13C—I—/J’u+ vund ﬂ —Q—?—}-%.Zu—l----
das Diffentialgleichungssystem mit der unabhéngigen Variablen
- 2:0
de dy,
Rl LA R
deren Losungen mit den Anfangswerthen x = x,, _]1 =y, fiir =0 lauten:
2 2
r—xT, = —‘/TZU‘}', Y— Yo = (€V3§ %) U
woraus . v
;3: e =8 Yo S e )
U= — . (a:—-a'(,)-l—s(a: -’%) -+ .- Ya—1 = 1 (-7’ 370) + (33 $u) +

Der Exponent der niedrigsten Potenz von x—u, in der Entwickelung von
y,—n ist also grosser als 1. DBetrachtet man z, y,, y, als Coordinaten eines
Punktes im Raume, so ist die Fliche

2 : 4
(552 +59:—9:) = 55 (@+39.),
wovon y, =7 ein Zweig ist, eine Enveloppe der Integralcurven des Systems
(1.). Um die singuliren Curven zu erhalten, die auf der Fliche liegen,

haben wir die erste der Gleichungen (2.), worin y, =7, 3 ={ zu setzen ist,
zu integriren, dieselbe lautet:

dyy _p 20 _ 1 o 2 o
H;__g_?__?_’)a: +3y.— 3 oder

d(y.+a—°j> , ;
dz 2= -]T% l/y1+%

—i/%(a:—?)c), wo ¢ eine willkiirliche

Constante ist. Die Curve wird also dargestellt durch
(z—30)"  (#—c)(z+3c)
== a4 1

Die Integration ergiebt 2'/!/1-[-%’ =

@ Y= - 3+ 12 4
oot Bty sy
Die vollstindigen Losungen lauten:
®.) y1 = a(z+a)+b, y.=b(z+a)

wo o und b willkiirliche Constanten sind.
*) Vergl. Mayer a. a. O. S. 382.
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Die Elimination von b ergiebt
©)  (a+%) = (3w+y1)( +34 2 2120,

also dieselbe Gleichung fiir a+ 3, wie oben fiir 5, die Discriminante in

Bezug auf @ fillt also hier mit #/ zusammen. Die Entwickelung von a nach
Potenzen von y,—7, wo 1 die obige Bezeichnung hat, lautet, wenn man beachtet,

dass fiir y,=17 a+2§=§=—§m’+3 , i8t,

ot =04 B +
wonach also der Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als 1 ist. Dies
war aber nach S. 336 des zweiten Abschnitts ebenfalls ein Kriterium dafiir,
dass y, =7 ein singulires Integral ist. Specialisirt man die Constanten a
und & so, dass die durch (5.) dargestellte Curve durch einen Punkt einer
der Curven (4.) hindurchgeht, indem man

a=— °;—c, b=—%(w‘,—c)

setzt, wodurch gy, und y, fir x =, in (5.) dieselben Werthe erhalten wie

in (4.), so erhiilt man in dem Schnittpunkte auch fiir die Ableitungen %, %

in (5.) und (4.) dieselben Werthe niimlich bez. —m";— °, —%(mu—c), sodass

jede Curve aus der Curvenschar (4.), also fiir ein beliebiges ¢, die Enveloppe
einer Curvenschar aus dem Curvennetz (5.) darstellt, ndmlich derjenigen
Curvenschar, die aus (5.) hervorgeht, wenn man in den obigen Ausdriicken
fir @ und b bei beliebig fixirtem ¢ x, variiren ldsst. Die Curvenschar (4.)
ldsst sich tibrigens offenbar nicht durch Beziehungen, die man zwischen den
Constanten a und b einfiilhrt aus den vollstindigen Integralcurven (5.) er-
halten, ist also singulir.

Die Curve auf der Fliche 4 =0, die die Ausnahmepunkte enthilt,
bei denen 7 aufhort, holomorph zu sein, ist, wie oben bemerkt, durch die
Gleichungen

: 2

a:2+3y1 = 0, also Y= )

gegeben, der zugehorige Werth von y, auf der genannten Fliche wird
ZS

Yo=1n= 2_753 +3y1 2_7-
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3 3

Die Curve y =— %, Yo =— %, 9= —% ist die EhVeloppe der singuliren
Curvenschar (4.).*) o .

2. Beispiel
d 1 d 1 d 1
- (”)+2(y) (Tt Dn=1.=0,
' dy. dy, dyz
o J(y g,
Setzt man
z | dy, _
e tap =%
go geht das System (7.) nber in
dy, _ x
dz = 2T 2

(8

e (D36
wahrend 5 der Glelchung gemlgt
z° =3<Z+yl)z——z+3yl(1—;—:)+3y2=pz+q.

Die Discriminante

hat zur Wurzel
3
T

3
ho=1= T2l gt (@A)
Die zugehdrige .doppelte Wurzel £ von 5 ist

1 1
L=—5 (:c2+4y1)2.
Die Function 7 ist iiberall holomorph mit Ausnahme der Werthepaare z,y,,

fir die «’+4y, =0 ist.
Da identisch

® G-I -+ 26D
ist, 80 ist y, = ein Integral des Systems (7).
Wie bei dem vorigen Belsplele erhidlt man die Entwickelung
5=C+ ]/3§(.'Iz 77) +/3<.'I2—77)2
Aus (8) folgt dannm, indem man
o= ntud, s=C+-

,3§+ i L

*) Vgl Mayer a. a. 0. S. 383.
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-—r

u > du
'/3§,+au —I—---)—I—?u‘n

-=—(“+§+V3_c+ u )——{ ;~’+2_:+,—“_—§

) 2
+au2+...}
oder nach (9.)

dly,—m) _g,%% _ v [ 9% _ _
T_%E_Vi{ 5y 1+2 §}+/3u+
Nun ist '

on _
ay, 1+2 =5

folghch wird der Coefficient von u auf der rechten Seite identisch gleich
Null. Wir erhalten also

d(yéw n - =pY.—m+r(y.— 77) res

Da der Exponent der niedrigsten Potenz von y,—7 in der Ent-

wickelung vond(ié;—”) gleich 1 ist, so ist nach S. 329 des ersten Abschnitts

y.—n ein particuldres Integral. Auch folgt aus den Differentialgleichungen
du
2o =PButyu’+-- = +V3§ ey

dass bei den Anfangsbedmgungen x = @y, Y, = Yy, ¥ =0, die Gleichung u =0
oder y,—n =0 eine nothwendige Folge ist, also die Entwickelung y,—n
nach Potenzen von o—ua, sich auf Null reducirt. (Vgl. S. 333.)

Um die particuliren Curven zu erhalten, die auf der Fliche liegen,
haben wir die erste der Gleichungen (8.), worin y, =%, 5 =C zu setzen

ist, zu integriren. Dieselbe lautet

oder

Die Integration ergiebt
V&' + 4y, = —(x+2a), a eine w1llkilrhche Constante, -
woraus zur Darstellung der gesuchten Curvenschar die Gleichungen folgen*)
Y= aa:—l—a :

10. 2
(10 Y= ﬁ +w(aa:+ a’)—(ax+a*)— %(m-}—'.?va)’» = "(‘H"%)x—gtf—a’.

*) Mayer, a. a. 0. S. 383.
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Die vollstindigen Losungen des Systems (7.) lauten*)
Y1 = C T+ Cy

2 3
(1) ly2=—(cl+%)$+%“clcz—cz-

Die Curvenschar (10.), die auf der Fliche 4 =0 liegt, stellt aber,
wie Herr Mayer bemerkt hat, in' der That keine singuliren, sondern parti-
culire Losungen dar. Denn sie werden aus den vollstindigen Losungen
(11.) erhalten, indem man zwischen den Constanten die Beziehung C,= C}
eingefithrt und ¢, = a setat. Die Curve auf der Fliche 4 = 0, die die Aus-
nahmepunkte enthilt, in denen y, =7 aufhort holomorph zu sein, wird wie
oben angegeben, durch die Gleichung

z'+4y, =0
dargestellt. Der zugehorige Werth von y, wird

w."l m3 xﬂ w? _,Ba
==ty Ty i Tu
Die Curve
d 2 z? zfl
Y9 == Y=7 ~ 94
stellt eine Enveloppe der Curvenschar (10.) dar.**)
3. Beispiel. '

Die Differentialgleichungen der Rotation eines schweren starren Korpers
um einen festen Punkt sind von Herrn Hesst) auf die Form gebracht worden.

fid—: =2PVvo—o*+2hup—2o—vu*=2PVH,

(12) | % = a(B—C)qr+B(C— A)rp+y(A—B)pq = R,

du  Ao— /H
i ;2—’;‘?"“ vz:—pa [0@Pu+h)—e(ep+pBg+yr),

wo p, ¢, r, mit u, », ¢ durch die Gleichungen verbunden sind
Ap'+Bg'+Cr* = 2Pu+h,
(13, A'p’+ B¢’ +C*r* = v,
Ape+Bqp+Cry=¢
und P, b, A, B, C, e, f3, 7, 0,  Constante sind.
Definiren wir 5 durch die Gleichung
s*=H

*) Mayer a. a. 0. S. 384.
**) Vgl. Mayer a. a. O. S. 383.
1) Math. Ann. XX p. 464. Vgl. Mayer a. a. O. S. 384.
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und eliminiren aus (12.) d¢, so lauten die zu integrirenden Gleichungen

dy 2Pz
N
. ( ) d,u. ).o’-—yg [O(ZP k) ( /3 ]
do ~ vo— l (vo— g’)R # e(ep+Bg+ynl,

3’ = H. _
Die Discriminante der Gleichung fiir s lautet
H=vo—¢"+2ipo—2o—vu’* =0,

woraus
_0'—2ipo+Ae _
- g — “1 =1
Die entsprechende Wurzel { von z ist
= . ; = 0.

Wir beweisen zuniichst,

dags ¥ =7 ein Integral von (14.) ist.
Hierzu muss : ‘
dv _ ovdp _
+
do 89 dudo —
fir v =%, 2 =0 oder

on Ae —
69+dz no—
sein. Nun ist
On _2¢—2Au On _ _(20—2iu)(do—po) Ao—pe _ o—p
8o  a—p'’ ou (6 —p’) : no—po'  Ao—pp
also on 1
nio—em _
+C)P no—g’

folglich » = 7 ein Integral. Da Z—o =0, 8o ist n = const. und die entsprechende

Schar der Integralcurven ist gegeben durch die Gleichungen
v =c,

sy { 0*—2iup+4’c = c(o—u?),
wo c¢ eine willkiirliche Constante bedeutet.
Um nun zu entscheiden, ob » =% ein singuliires oder particulires
Integral ist, entwickeln wir zunsichst 5 nach Potenzen von »—#. Man erhilt

1
5=VH=Vo—p*(v—n)
Setzt man nun

= 77+“27

dv _
de
Journal fir Mathematik Bd. CXXII. Heft 4.

so geht die Gleichung

5=Vo—uu,

2Pz
R
47
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tiber in = : :
du lo—pe Vo—u’-u [o(2Pu+h)—o(ep+ g+ yr)]
2u dq+69+8y{(t)+u’)a q’+(17+u’)o—- R } »
_ 2PYo—p’-u
= R
In Berﬁcksichtigung, dass
on Aa— “e _
+8p no—o* !
folgt .
d(v— d
oD puge = 1ot 2P L (0@Pu+B) ~e(opt-Bartym)]n

+ Glleder mit hoheren Potenzen von w,
WO Py, qu, Ty, €in System von Wurzeln der Gleichungen (13.) bedeuten, in
denen auf der rechten Seite 7 statt » zu setzen ist. Wenn nun nicht identisch
der Ausdruck

(16.)  2P(no—¢)—0@Pu+h)+e(epytBetyr) =0
wird fiir jedes # und g, so verschwindet nicht der Coefficient von u. Die

d(v—mn)

- nach Potenzen von »—7 beginnt also dann mit

Entwickelung von
1
(v—n)’, was ein Kriterium dafiir ist, dass » =7 ein singuldres Integral ist.

Vom Ausnahmefalle (16.) abgesehen, ist also » =7 ein singulires
Integral und die entsprechenden Losungen (15.) sind also singuldr. Herr
Hess bezeichnete sie als particuléir, Herr Mayer macht darauf aufmerksam,
dags sie auch singulir sein konnten. Nach unserem Kriterium ist im all-
gemeinen das letztere der Fall. Auch in dem besonderen von Herrn Hess

behandelten Falle, wo @ =0, =0 also nach (13.) r=r,= % ,

wird (16.) nicht identisch erfiillt, sind also die gefundenen Lisungen singulir.

o=y ist,
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