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Ein Satz iiber Flichen zweiter Ordnung und seine

Beziehungen zur Kreisgeometrie der Ebene.
(Von Herrn E. Miiller in Kénigsberg i. Pr.)

Bei der verhiltnissmiissig geringen Menge von Sitzen, die uns iiber
Flichen zweiter Ordnung bekannt sind, diirfte vielleicht der folgende Satz
einiges Interesse beanspruchen:

I. ,,Ist ein Tetraeder einer nicht singuliren Fliche sweiter Ordnung
eingeschrieben, und projicirt man die Pole dreier seiner Ebenen aus
einem in der vierten Ebene liegenden Flichenpunkt auf die Fliche,
dann liegen diese Projectionen mit demjenigen Telraedereckpunkte,
durch den die drei ersten Ebenen gehen, in einer Ebene.‘

Zum Zwecke des Beweises mogen e, 3, , & die Seitenebenen, a, b, ¢, d
die ihnen gegeniiberliegenden Ecken des Tetraeders und e einen in der
Ebene J liegenden Flichenpunkt bezeichnen. J schneidet die Fliche 2. 0. F
in einem Kegelschnitt. Der durch diesen aus d gelegte Kegel enthiilt die
beiden (reellen oder imaginiiren) Flichenerzeugenden D, D' des Punktes d;
die Polarfigur dieses Kegels ist daher ein D und D' berithrender Kegel-
schnitt, dem das durch die Pole &', 4',¢' von ¢, 3,y bestimmte Dreiseit um-
schrieben ist. Dieser Kegelschnitt wird auch von der Polare der Geraden
de d.i. von der Schnittlinie der Ebene DD' mit der Tangentialebene des
Punktes e beriihrt. Schneidet diese Gerade D und D' beziiglich in den
Punkten m und m', so ist dmm' ein zweites diesem Kegelschnitt um-
schriebenes Dreigeit. Nach einem bekannten Satze liegen dann die sechs
Punkte a', b, ¢, d, m, m', als Eckpunkte zweier einem Kegelschnitte um-
schriebenen Dreiseite, auf einem neuen Kegelschnitt. Nun sind aber em und
em', als Verbindungslinien des Punktes e mit denjenigen Punkten, in denen
seine Tangentialebene von den Flichenerzeugenden D und D' geschnitten wird,
die Flichenerzeugenden des Punktes e. Der aus e durch letzteren Kegel-
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schnitt gelegte Kegel schneidet also, weil er die beiden durch seinen
Scheitel gehenden Flichenerzeugenden enthilt, F in einem durch d gehenden
Kegelschnitt. Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Wiihlt man die Fliche F als Kugel und iibertriigt die Figur, welche
die im Satz I auftretenden Ebenen und Punkte auf der Kugel bestimmen,
mittels stereographischer Projection auf eine Ebene, so gelangt man zu
folgendem Satze iiber Kreise einer Ebene:

II. ,,Sind in einer Ebene vier beliebige Punkte sammt den vier
durch je drei der Punkle legbaren Kreisen gegeben, und wdihit man
auf einem der Kreise einen beliebigen Punkt, so liegen die ihm be-
ziiglich der drei anderen Kreise invers sugeordneten Punkte mit dem
Schnittpunkt dieser drei Kreise auf einem neuen Kreise.*

- Wiihlt man als einen der vier Punkte den unendlich fernen, so folgt
daraus der Satz: '
»Ist einem Kreise ein Dreieck eingeschrieben, so liegen die
Spiegelbilder irgend eines Kreispunktes in Bezug auf die Dreiecks-
seiten in einer Geraden“,
der sich mit dem bekannten, angeblich Simsonschen Satze®) deckt.

Wihlt man endlich in Satz IT drei der vier Punkte auf einer Geraden
und als fiinften Punkt den unendlich fernen (der ja auf jeder Geraden der
Ebene liegt), so erhilt man daraus einen Satz, der sich folgendermassen
aussprechen lisst:

»Wihlt man auf einer Geraden drei Punkte und legt durch
je zwei dieser Punkte und einen beliebigen ausserhalb der Geraden
angenommenen Punkt p die drei moglichen Kreise, so liegen deren
Mittelpunkte mit p auf einem neuen Kreise.“

Die Gegenpunkte zu p in den drei Kreisen liegen dann natiirlich
ebenfalls auf einem Kreise. In letzterer Form wurde  dieser Satz von
Fabry angegeben**), » :

Aus Satz I soll noch ein neuer Satz abgeleitet werden, der sich aunf
zwei der Fliche F eingeschriebene und -einander doppelt umschriebene
Tetraeder bezieht. Zu diesem Zwecke denke man sich durch die Ecke d
des der Fliche F eingeschriebenen Tetraeders abcd eine vierte Ebene J'

*) Vergl. Balizer, Elem. d. Math. 2, Bd., IV. B. § 4, 8, Lelpmg 1878
**) Nouvelles: Annales, 1889..
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gelegt; sie schneidet die Tetraederflichen e, 3,y in drei Geraden, deren
Schnittpunkte mit F bezw. a', b', ¢' heissen sollen. Betrachtet man diese
Punkte als Ecken eines abcd umschriebenen Tetraeders, dessen drei iibrige
Flichen also a'b'c, b'c'a, c'a’'b sind, so liegt deren Schnittpunkt, d.i. der
vierte Eckpunkt d' des Tetraeders, in J*), das Tetraeder a'd'c'd’ ist daher
abed sowohl ein- als umgeschrieben. Nach Steiner**) liegen die Ecken
zweier solcher Tetraeder auf drei Flichen zweiter Ordnung oder bilden acht
associirte Punkte; jede Fliche zweiter Ordnung, die sieben dieser Punkte
enthiilt, muss also auch den achten enthalten. Demnach liegt d' ebenfalls
auf F. d' Dbesitzt jetzt beziiglich der Tetraeder da'b'c, db'c'a, dc'a’b, dabe
dieselbe Lage, welche nach Satz I der dort mit e bezeichnete Punkt haben
soll. Sucht man daher die Pole der Ebenen ¢, 3, ¥, d' und projicirt sie
aus d' auf die Fliche F, so miissen diesem Satze zufolge je drei der vier
erhaltenen Punkte mit d in einer Ebene liegen, d. h. es liegen alle vier mit
d in einer Ebene. Nennt man in der Configuration zweier doppelt um-
schriebenen Tetraeder Gegenecken zwei solche Eckpunkte, die zusammen
auf keiner der acht Seitenebenen liegen, so kann man den hiermit bewiesenen
Satz folgendermassen aussprechen:
I1I. ,,Liegen die Ecken zweier eirnander doppelt umschriebenen
Tetraeder auf einer Fliche zweiler Ordnung, und projicirt man aus
einer der Ecken die Pole der durch die Gegeﬁecke gehenden Ebenen
auf die Fliche, so liegen diese Punkte mit der Gegenecke in einer
Ebene.« .

Wiihlt man wieder die Fliche F als Kugel und iibertrigt die durch
obige Tetraederconfiguration auf der Kugel bestimmte Kreisconfiguration
durch stereographische Projection auf die Ebene, so erhélt man eine bekannte
Configuration C von acht Punkten und acht Kreisen, bei der durch jeden
Punkt vier Kreise gehen und auf jedem Kreise vier Punkte liegen.t) Dem
Satze III entspricht dann in der Ebene der folgende Satz:

IV. ,,Sucht man zu einem Punkte der Kreisconfiguration C die
inversen Punkte in Bezug auf die vier durch den Gegenpunkt gehenden
Kreise, so liegen sie mit dem Gegenpunkte auf einem neuen Kreise.*

*) Vergl. Miobius ,Kann von zwei dreiseitigen Pyramiden etc.“ Dieses Journal
Bd. III, 1828. Ges. Werke, Bd. I, S. 441.

**) »,System. Entwickl.“ No. 58; Ges. Werke, Bd. I, S. 407 Anm.

1) Mobius ,Theorie der Kreisverwandtschaft.“ Abh. der Sichs. Gesellsch. d. W.
Bd. 11, 1855. Ges. Werke, Bd. II, S. 314.
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Nimmt man insbesondere vier Kreise der Configuration C als Kreise
durch den unendlich fernen Punkt # der Ebene d. h. als Geraden an, so sind
» und der Schnittpunkt s der vier Kreise, welche den aus den vier Geraden
gebildeten Dreiseiten umschrieben werden konnen, Gegenpunkte. Sucht
man nun, dem Satze IV entsprechend, einmal zu # die inversen Punkte, das
andere Mal zu s, so erhilt man die beiden folgenden von Steiner*) an-
gefiihrten Siitze: ; _

»Die Mittelpunkte der Kreise, welche den aus vier Geraden -
gebildeten Dreiseiten umschrieben werden, liegen mit dem gemein-
samen Punkte s dieser Kreise auf einem neuen Kreis.*

»Die Spiegelbilder des Punktes s beziiglich der vier Geeraden,
mithin auch die Fusspunkte der aus s auf die Geraden gefillten
Lothe, liegen in einer Geraden.“

Interessant wire es, zu wissen, ob die den Sitzen I und III ent-
sprechenden Siitze auch fiir Riume von hoherer Dimensionenzahl gelten**).

*) »Théorémes sur le quadrilatere complet®, Ges. Werke, Bd. I, S. 223. -

**) In einem inzwischen erschienenen Aufsatze von H. Kiikne ,Die Uebertragung
eines geometrischen Lehrsatzes“, dieses Journal Bd. 119, 1898, wird mittelst Determinanten-
betrachtungen der obige Satz iiber die Kreise, welche den aus vier Geraden gebildeten
Dreiseiten umschrieben sind, iibertragen auf Riume von gerader Dimensionenzahl. Daraus
kann man schliessen, dass das Analogon zu Satz I fir Riume ungerader Dimensionen-
zahl Giiltigkeit hat.

Journal fiir Mathematik Bd. CXXIL. Heft 1. b
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