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Zur Theorie der unbeschrinkt integrablen totalen
Differentialgleichungen.

(Von Herrn Alf Guldberg in Christiania.)

In den Untersuchungen iiber die Theorie der Differentialgleichungen

findet man, meines Wissens, nirgends ein allgemeines Princip angegeben,
nach welchem man entscheiden kann, wie weit eine gegebene totale
Differentialgleichung unbeschrinkt integrabel ist oder nicht.

Eine kurze Darstellung eines derartigen Verfahrens diirfte daher
vielleicht nicht ohne Interesse sein.

1.
Es sei erstens vorgelegt eine totale Differentialgleichung erster Ord-
nung in drei Verdnderlichen z, y, :
1) w(z, y, 5, dz, dy, dz) = 0,
wo w homogen in dz, dy, ds ist.
Soll diese totale Differentialgleichung unbeschrinkt integrabel sein,
d. h., soll z eine Function von z, y und einer Constante ¢ sein, dann ist:
dz = pdx+qdy,
wo
-0% 0%
P=gg 91 Em
Setzt man diesen Werth fiir dz in die gegebene Gleichung (1.) ein,
80 nimmt diese Form:
' 2Pdz"dy’ = 0 (@ +/ = const.)
an, wo die P Functionen von z, y, 5 sind.

Wegen der Unabhingigkeit von dr und dy, miissen siimmtliche
Coefficienten dieser Gleichung Null sein.
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Die so erhaltenen Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung:
op _ 94
dy oz
geben die gesuchten Integrabilitéitshedingungen.
Beispiel 1. Es sei gegeben die lineare totale Differentialgleichung:
Pdz+Qdy+ Rds = 0.
Substituirt man hier: _
dz = pdzr-qdy,
s0 nimmt die Gleichung die Form
(P+Rp)dz+(Q+Rq)dy = 0
an.
Setzt man nun die Coefficienten von dz und dy gleich Null, so erhilt

man:
0
p = —E’ _— —R.
Diese Werthe fiir p und ¢ in die Gleichung
6p _ 8q
dy Oz

eingesetzt giebt:
o (P) _ 90
Oy \R/ ~ 8z \R/'
Fithrt man die Differentiation aus, so erhilt man die bekannte Integrabilitéits-
bedingung:
P 80 oR QP 80 oORY _
R[a—y“ el 05— $]+P[§-5§] =0.
Beispiel II. Es sei vorgelegt die quadratische totale Differential-
gleichung erster Ordnung:
Adz’+Bdy’+Cds*+2Ddyds+2Edzds+2Fdxdy = 0,
wo die A, B, ..., F Functionen von z, y, » sind.
Setzt man hier:
dz = pda+qdy,
so geht die Gleichung in
(A4+-2Ep+Cp*)dz*+2(F+Dp+ Eq+Cpg)dzdy+(B+2Dq+Cq¢>)dy* = 0
iiber.



36 . Guldberg, sur Theorie der totalen Differentialgleichungen.

Die Coefficienten dieser Gleichung gleich Null gesetzt geben:
A+2Ep+Cp*=0, F+Dp+Eq+Cpq=0, B+4+2Dq+Cq'=0.
Substituirt man die Werthe von p und ¢ aus der ersten und dritten

Gleichung in die zweite so erhilt man folgende Bedingungsgleichung:
- ABC+2FED—AD*—BE*—~FC = 0.

Als zweite Integrabilitﬁtsbeding-ung erhilt man, indem man die
Relation ‘

-

o _ 99
dy Oz
beachtet
— E+VE*—AC —D+VD*—BC
o[ —5—"] _ o[ =)
dy - oz
2.
Es sei jetzt eine totale Differentialgleichung #-ter Ordnung:
(IL) w(z, y, 5, dz, dy, dz, d’3,...,d"s) = 0

vorgelegt, wo w homogen in dz, dy, dz, d’s, ..., d"s und d"z als ein Ausdruck
m-ten Grades angesehen ist. o

Soll diese Gleichung unbeschriinkt integrabel sein, so muss
Oz 0z

_ 8%, 0% » 0%,

0% dyr

: i T oz oo
a's ='a—m—”‘d(l' +<n')6m"—”‘8ydw 1dy+"'+ay

sein, wo (n,)... die Binominalcoefficienten bedeuten.

Substituirt man diese Werthe fiir dz, d’s, ...,d"s in die gegebene
Gleichung (II.), so nimmt diese die Form

ZPdz*dyf = 0, C (et B=const)
an.
Die Coefficienten dieser Gleichung miissen nun, wie frither, gleich
Null gesetzt werden. Diese Gleichungen in Verbindung mit den Relationen,
welche zwischen den Differentialquotienten n-ter Ordnung von s bestehen,
geben die gesuchten Integrabilitiitshedingungen.
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Beispiel: Es sei gegeben die totale Differentialgleichung zweiter
Ordnung: o
Adz*+ Bdy? +Cdz2+2Dd.vdy+2dedz+2dedz+Gd’z = 0.
Soll diese Gleichung unbeschrinkt integrabel sein, so muss also
dz = pdz+qdy,
d’s = rdz’+2sdzdy+tdy’
sein, wo

_ 0z _ 0z r__a.j. s — d'%
P=5z0 155p "Tazm °7 Baop

Q

3%

5

t=
gesetzt ist. . :
Substituirt man diese Werthe fiir ds, d’z in unsere Glelchung, 80 nimmt
diese die Form
[A+2Ep+Cp*+ Grlda’+2[D+ Eq+Fp+Cpq+ Gs]dzdy
+[B+2Fq+Cq’+Gtldy> = 0
an.
Die Coefficienten dieser Gleichung gleich Null gesetzt geben:
A+2Ep+Cp’+Gr=0; B4+2Fq+C¢’+Gt=0; D+ Eq+Fp+Cpg+Gs=0.
Substituirt man die sich aus dieser Gleichung ergebenden Werthe fiir
r,s,t in die Gleichungen:
or _os &t _2s
dy  9dz' o9z oy’
80 bekommt man:

a[A+2E£+Cp’] 5 [D+Eq +GFp+Cpq]

dy - oz
a[B+2Fg+Lq’] c.,[IH-I’E<1+GI"p+Cpq]

i

oz = dy
Fiihrt man die Differentiation aus, und setzt man die Coefficienten

der Potenzen von p und ¢ gleich Null, so erhilt man folgende Integrabilitiits-
bedingungen.

,BE oG 218

(I ‘az + Cam Ga—z =0,
80 oG oF

Gé; By + Fé’z G—— =0,

04 a6
GGJ Ady+D -G

a—Q—I)E AF,
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¢ 48 EL % - pac,
6oL —Bgo+ DS —6% = FD—CB,
G%-—B%—f-}-ﬁ‘%g—(z‘ %‘yf — F*—CB,
G%—Eg—f+ rS¢ 6281 p%¢ 6% — co-kEF,
G%—F%+D%§—G%}+E%§—Gg—f — CD—EF.

Das hier angedeutete Verfahren lisst sich direct auf eine totale Differential-
gleichung n-ter Ordnung von m Verdinderlichen generalisiren.
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Ueber reductible lineare Differentialgleichungen.
(Von Herrn Lothar Heffter in Bonn.)

Die folgenden Zeilen liefern einen kleinen Beitrag zu der Bedeutung
der determinirenden Gleichung einer linearen homogenen Differentialgleichung
bei solchen Stellen der unabhiingigen Variablen, wo der Grad jener Gleichung
niedriger als die Ordnung der Differentialgleichung ist.

I
Die Differentialgleichung

(1.) P(z,9) =32 &'p._,y” =0,

wo die p gewohnliche Potenzreihen von z sind, die fiir 2 =0 nicht simmt-
lich verschwinden, (,Normalform“ bei z =0) habe bei z =0 eine deter-
minirende Function vom Grade »==n und P sei in ,Factoren“ zerlegbar

@) P = Q(R(...2),

wo Q,R,...,Z bei =0 ebenfalls Normalform haben. Der Kiirze halber
sei P in drei Factoren zerlegt

@) = 0(B(S(z, 9)))-

Ein Fundamentalsystem von Integralen von (1.) ldsst sich dann zusammen-
setzen

a) aus einem Fundamentalsystem von S = 0;

b) aus je einem Integral der nicht homogenen Gleichungen

S = ya,

wo fiir y, successive die Elemente eines Fundamentalsystems von R =0 zu
setzen sind;

c) aus je einem Integral der Gleichungen

R(S) = yq,
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wo fiir y, successive die Elemente eines Fundamentalsystems von Q =0 zu
setzen sind.

Jedes der unter a), b), ¢) aufgezihlten Integrale ist in der Form
darstellbar

Yr = ' (po+pilogz+ - +g,logz),
wo die ¢ positive und negative, aber keine gebrochenen, sondern nur ganze
Potenzen von « enthalten. Wir wollen sagen, dass die multiplicative Viel-
deutigkeit von y, bei z =0 durch 4 ‘bestimmt werde. Dann ist klar, dass
die unter b) aufgezihlten Integrale dieselbe multiplicative Vieldeutigkeit
besitzen wie y,, die unter c¢) dieselbe wie y,. Hat nun eine der Differential-
gleichungen
0=0, R=0, S=0

in £ =0 eine Stelle der Bestimmtheit, wo also der Grad der determinirenden
Function mit der Ordnung der Differentialgleichung iibereinstimmt, so wird
die multiplicative Vieldeutigkeit ihrer Integrale gegeben durch die Wurzeln
ihrer determinirenden Gleichung, folglich auch die multiplicative Vieldeutig-
keit der entsprechenden Integrale von P = 0 selbst.

Diese naheliegende Bemerkung sprechen wir, nur um nachher davon
Gebrauch. zu machen und, weil es sonst noch nicht geschehen zu sein
scheint, als besonderen Satz aus:

Wenn der Differerentialausdruck P sich bei x = 0 szerlegen lisst in:

> = Q(R(...(2)))

und dem entsprechend die determinirende Function von P in

p() = q(@)-r()...3(8),
wenn ferner ein bei jener Zerlegung aufiretender Differentialausdruck S bei
z =0 eine Stelle der Bestimmtheit hat mit der determinirenden Function (1),
so entspricht jeder Wurzsel von {(A) == 0 eine Wurzsel w der zu = = 0 gehirigern
Fundanientalgleichung vor P =0 durch. die Relation
w = e?nl'l.
Liegt nun z. B. der Fall vor, dass bei

P = Q(R(S))
S in ¢ =0 keine Stelle der Bestimmtheit hat, wohl aber R, so divergirt
zwar die zu einer Wurzel von r(1) = 0 gehorige, formal bestimmbare Reihe,
aber ihr Anfangsexponent, eben jene Wurzel von r(i) =0, giebt dennoch
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nach unserem Satze die multiplicative Vieldentigkeit eines Integrals oder
mit anderen Worten eine Wurzel der zu x =0 gehorigen Fundamental-
gleichung. Hiernach empfiehlt es sich, eine von Herrn Thomé mehrfach
ausgesprochene Bemerkung*) ausdriicklich auf den Fall der Irreductibilitit
der vorliegenden Differentialgleichung bei der betrachteten Stelle ein-
zuschriinken, was ja vielleicht auch als stillschweigende Voraussetzung
jener Bemerkung zu Grunde lag.

II. :
Wenn man mehrere lineare Differentialausdriicke
Q, R, S} 9099

deren Coefficienten sich bei # =0 rational verhalten und die simmtlich in
der Normalform gegeben sein sollen, zusammensetzt, so ist die determinirende
Function des zusammengesetzten Differentialausdruckes
P=Q(R(S...)

bekanntlich das Product der determinirenden Functionen von Q, R, S, ...
Hat umgekehrt ein Differentialausdruck P in « = 0 eine Stelle der Bestimmt-
heit, so ist er stets in n Differentialansdriicke erster Ordnung, ‘die in & = 0
eine Stelle der Bestimmtheit haben, zerlegbar. Andererseits sind bisher als
bei einer Stelle érreductibel nachgewiesen nur Differentialgleichungen, die
daselbst eine determinirende Function O-ten Grades haben**). Deshalb ist
die Frage nicht uninteressant, ob etwa jede Differentialgleichung, deren
determinirende Function keine Constante ist, reductibel ist, oder ob es auch
irreductibele lineare Differentialausdriicke mit nicht constanter determinirender
Function giebt. Ich glaube nmsomehr auf diese Frage eingehen zu sollen,
als ich bei friiherer Gelegenheit{) die Vermuthung wenigstens angedeutet
habe, dass das Erstere der Fall sein diirfte, und diese Bemerkung bisher
keinen Widerspruch gefunden zu haben scheint. Man kann aber mit Hiilfe
des Satzes aus No. I leicht zeigen, dass es auch bei # = 0 irreductibele
Differentialgleichungen mit nicht constanter determinirender Function giebt.

Aehnlich wie Herr Thomé fiir seinen oben genannten Zweck (a. a. O.)
benutzen wir als Beispiel eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

" 11 ] 1
3. ' z'y +a:(1+—€a:)y +gzy =0,

*) Vergl. z. B. dieses Journ. Bd. 101 (1887), S. 203.
**) Vergl. Frobenius, dieses Journ. Bd. 80 (1875), S. 332, 333.

1) Einleitung in die Theorie der lin. Diffgl. etc., Leipzig, Teubner, 1894, S. 196,
Anmerkung.
Journal fir Mathematik Bd. CXXIL Heft 1. 6
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die ausser z =0 und z = co keine singulidiren Stellen hat. Zu & = co gehort
die determinirende Gleichung ’

r(r—l)—}—ér-}—(l)—. =0

mit den Wurzeln r, = %,' r= %,
zu ¢ = 0 die determinirende Gleichung ersten Grades

g=10
mit der einzigen Wurzel s =0. z = oo ist Stelle der Bestimmtheit, und da
ausser ¢ = 0 keine anderen singuliren Stellen vorhanden sind, so gelten die
Entwickelungen

@) 5= Py, g )

wo P, und P, gewdhnliche Potenzreihen von % mit nicht verschwindendem

Anfangsgliede sind, auch noch in der Umgebung von = 0. Jedes Integral
ist eine lineare homogene Verbindung von y,,y,; folglich kann es kein in
der Umgebung von & = 0 eindeutiges Integral geben und daher ist Differential-
gleichung (3.) bei « = 0 irreductibel. Denn, wenn sie in zwei Differential-
gleichungen erster Ordnung zerlegbar wire, so hitte einer der beiden
Differentialausdriicke, entweder der innere oder der #ussere, bei = 0 eine
Stelle der Bestimmtheit und es miisste nach dem Satze aus No. I jedenfalls
ein bei z =0 eindeutiges Integral existiren.

Wir haben also das Resultat:

Es giebt lineare Differentialgleichungen, die bei einer Stelle irreductibel
sind und deren determinirende Function keine Constante ist.

Zusatz zu der Arbeit ,Ueber Abelsche Gruppen*
(Bd. 119 d. J. S. 2611%.).

S. 266 bei Formel (A.) ist als Anmerkung anzufiigen:

»Diese Formel ist in Uebereinstimmung mit einem Satze, der zuerst
von den‘Herren Frobenius und Stickelberger (d. J. Bd. 86 (1878) S. 245, XI.)
und neuerdings von Herrn K. Zsigmondy in der Abhandlung ,Beitrige zur
Theorie der Abelschen Gruppen und ihrer Anwendungen auf die Zahlen-
theorie“ (Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Jahrg. VII, 1896) bewiesen
worden ist.“
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