D
[-A elt

Werk

Titel: Zur Theorie der einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung adjungirten Di...
Autor: Grinfeld, E.

Jahr: 1900

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?243919689_0122|log7

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

43

Zur Theorie der einer linearen Diﬁ'eréntialgleichung

n-ter Ordnung adjungirten Differentialgleichungen.
(Von Herrn E. Griinfeld in Nikolsburg.)

1.
Im 115. Bde. d. J. ist gezeigt worden, wie die Gleichungen der zu
dr dr—1
1) P(.'I)-:gx—g-l'l’xﬁ.._yl'*'""i'm!l:o
gehorigen » Adjungirten aus den Definitionsgleichungen derselben:

d dn—k
8= pass— g (Para®) o H(— 145,

<2') k k—1 k—2
% = Tid;*——l (Pa—irr 5)—% (Pars28)+ - +(=1)""(p.5)
durch allmihliche Elimination von 5 abgeleitet werden konnen.
Ein anderes Verfahren, um diese Gleichungen zu erhalten, ist
folgendes:
Man differentiire die erste der Gleichungen (2.) (A—1)-mal und die
zweite (s —k)-mal, so erhilt man Ausdriicke fiir

du d’u dk—1y
% & @ d
in der Form .
d*u - —RbA—
3. gaf = BT b 0L e tgy5
A=0,1,...,k=1)
und fiir
d*u dktiy d*u
dzt? dzt+0 D dgr
Ausdriicke von der Form
di+h :
(4) F"“"‘: = 8" 4B s

(h=01,...,n—k).

6*
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Die Differentialgleichung der A-ten Adjungirten geht dann aus den
n+1 Gleichungen (3.) und (4.) unmittelbar hervor, wenn man aus denselben
die n Grossen z, 3', 3", ..., 2" eliminirt.

Diese Bildungsregel gilt fiir jedes k=1, 2, ..., n. Fiir k= n insbesondere
lauten die Gleichungen (2.):

u(n) = 55 .. B .
d ugy - =t e
= g - () (-1 (pg).

Der Vorschrift gemiiss ist die erste ‘dieser Gleichungen (n—1)-mal,
die zweite 0-mal zu differentiiren, was darauf hinauskommt, in letzterer

. ; : d
Gleichung 5 und die n—1 ersten Ableitungen von z durch u,, —d??
d"."u(,.) . » .

I ZU ersetzen.

Nach dem angegebeénen’ Verfahren erhlt man z. B. fir n =3 die
Gleichung der Adjungirten der ersten Zeile in der Form:

d? ' "
El; D3 2P3 - Ps
d? '
dT-u’ 0 Ps -0
d
E% 0 . 0 P
. | w 1 - P2—p1
und diejenige der Adjungirten der zweiten Zeile:
d"‘u ' " !
| P 2Pz‘fl’3 P:—ps
d’ C
E;“i‘ (U y2) P2—ps -0
d < ao ' L
d_;l; 1 — P —Ph
u 0 ) —p: |
2.

Mittels der Gleichungen (2.) lassen sich auch die Werthe der Deter-
minantenproducte:
(®.) D (g, g,y -y Uw,) D (Y1y Y2y -y Yn) )
fir jedes k=1, 2, ..., n, ausgedrtickt in Function der Coefficienten p,,p, ..., P,
unmittelbar berechnen®). Dies geschieht, indem man fiir die u,) und deren

*) Vergl. d. J. Bd. 115.
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Derivirte die Ausdriicke (8.) und (4.) in den Determinanten D(u(k),, vyt
substituirt. Diese letateren konnen dann als Product zweier Factoren dar-
gestellt werden, deren einer die Determinante D(z,, 3,,...,5,) und deren
anderer eine Determinante ist, die sich .als ganze rationale Function von
Piy .-y Pn und deren Ableitungen darstelit. Und da (Frobenius, d. J. Bd. 77)
(6) o D<51a Byyeeey B,) = ﬁ(yl; 3}2’ ) ;y">

ist, so erscheint damit auch das Determmantenproduct (3.) als ganze rationale
Function der Coefficienten p, und deren Ableitungen ausgedruckt

Fiir die Adjungirte u,, der ersten Zeile ldsst sich diese Berechnung
am kiirzesten ausfhhren “Fiir’ diese lauten die Glelchungen (2)

lz“ !
mﬂ—-l

u—p, 15 dz (pn 2Z)+ +('—1)" ]d

du :
—_— = p"

(7)
Die erste dleser Glelchulwen ‘wird auf die Form geblacht
w=(=1y" 156D 1 q,_,50" Aefpees +a z“)+a‘
aus der zweiten erhilt man durch Differentiation die Werthe fiir «®, a®, ...,
u~"; werden dieselben nebst den vorstehenden fiir « und «® in D(uy),, ..., ug),)
eingesetzt, so zerfillt létz_tere Determinante - in das Product der Determinante:

gD gD gD |

n(n 1)

; . ( 1) o D(z,,zz, .y %)

51 z’; n
| 31 3, %,
und ‘
=D e, a,_3 a, a a,
0 0 0 0 0 P
00 o o n
(8. o 0 0 P, 2,,,, S
0 0 B (oD
0 Pa (n_z)lp; (""2)2]7,(;'7_4) (n 2)1p’(‘u—3) psln—'z)

die letatere Determinante reducirt sich auf das Product jhres Anfangsgliedes
und der zu diesem gehorigen Adjuncten, in dieser aber sind alle Glieder
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der einen Diagonale gleich p, und alle auf der einen Seite dieser Diagonale
stehenden Glieder gleich Null, die Determinante (8.) ist daher gleich:

(n—1) (n—2)

GV CD VR

und wegen
n(n—1) (n—1) (n—2)

DT (=D P =(-1ye=t
ist dann
D (s, Uy vy Bery,) = D (81, 52y 000y 3,) P37
oder zufolge (6.):
9. , D (ug),, #ay, -+ Uy, ) DYy Y2y -y Ya) = Pa
wie auf anderem Wege im 115. Bde. d. J. gefunden wurde.

Um die Anwendbarkeit dieses Verfahrens fiir die anderen Adjungirten
zu zeigen, mag z. B. n =3, k=2 angenommen werden. Fiir diesen Fall ist

— 5 +p15, — 2+ p, 5, — 33+ p, 53
—5 +pstpis;,  —a pistpis —% +pisstpiss
psi+(p2—p)s,  psmt(p—pls  pas+H(pi—ps)ss

D (“(2).1 Uy, B),) =

PI O 1 0 -1 p,
1} ’ ! !
=% 5% 3 -1 P D
'
3 B 3 0 P2 P2—pPs

v == D(5n 5?7 33) (Pan‘I"P; —P3>
daher

D (us),, 802y, 2),) * D (Y15 Y2y Ys) = prp2—ps 'I‘P;z
(vergl. d. J. Bd. 115, S. 337).

Fiir n =4 und k = 2 ergiebt sich ferner:
0 1 - Pz-P’x I
1 —p p—p P2
«D(s,,...
O 0 p3 p;_p“ (zl, ) 54)7
0 ps  2p—ps pi—ps

D(ug),y ey U2y,) =
|
woraus
D(ug,,, eeey Uw) D(Y1y .oy 90) =
(Pi—p5)ps+ (0s—ps) (@ps—pa)—ps[(ps —p3)ps — ps(p—pY))
gich ergiebt.
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Fiir n =4 und k£ = 3 endlich ist:

0 0 —1 P .
0 —1 ! ~
Doy sy ¥0) =| _y 2’”,;, ;’ D (5, .0, 52)
1 1 1

I 0 po 2p—ps P —pitpal
woraus folgt:
D("G)n siviey u(3)‘) 'D(yh veng y’«) =
pi(pip2—ps+2p2) + P pat-(p2 —p3+pa).

3.

Aus den zwei Gleichungen (7.) ergiebt sich die Differentialgleichung
der ersten Adjungirten, wenn fiir z der aus der zweiten folgende Werth:

1 du
(10.) ) 5 = p—”a

in die erste gesetzt wird. Dieselbe hat die Form:

dr=1 71 du dn—2 /pl du a3 (p, du
(11 ) 01 (u(|)> .’D"'—l Pn d.’lﬁ) dan—2 p dw>+ gn—3 p—(ﬂ
; n—1 d
".+(_ 1)"—1 pp 1 d.:)-i-(_ 1)”” — 0.

Wird aber umgekehrt der Werth fiir « aus der ersten Gleichung (7.) in die
zweite gesetzt, so ergiebt sich die Differentialgleichung der »-ten Adjungirten:

dr—1 dn—2
(12.)  Q.(uw) = P(3) = da:" a1 (Pl@‘i'm(}bz)— o+ (—=1)p,s =0.
Durch Differentiation der Gleichung (11.) ergiebt sich:

1 du "t rp, du i d Pn—1 du . du
p e el B S =

letztere Gleichung aber ist gemiiss (10.) identisch mit der Gleichung (12.).
Hieraus folgt:

Die Differentialgleichung der n-ten Adjungirten geht aus derjenigen
der ersten Adjungirten dadurch hervor, dass letztere einmal differentiirt wird,

d. h. es ist:

ld 1
i 01(“ 1))—P1 e Z;)>=Pl<5)'

Der Coefficient der n-ten Ableitung in der Differentialgleichung (11.)




48 Griinfeld, sur Theorie der adjungirten Differentialgleichungen.

ist —1—, daher hat diese Gleichung, wenn man sie mit p, multiplicirt, die Form:

n
a—lu

(11,'> d n+q1 dz— 1+ +qn—1 d:v+(- 1> P.u = O
es ist demnach der Coefficient von # in dieser Gleichung derselbe wie der
Coefficient von z in der Gleichung (12.). Werden diese Coefficienten mit
¢. und r, bezeichnet, so ist also: ‘

(13.) go=r.=(=1yp".
Wegen 5 ,
(13') ) (.‘/l’ Y2y cens y")

D(y;, Y. - ,yn>
(d. J. Bd. 115, S. 332) ist anch'

D("l, uy, . ;) _ D(zlyz’h 5")
= ( 1) D(u u”)1 T, = (_1> (z s By e zn)

wo der Kiirze wegen w; statt gy, geschrieben ist. Aus (13.) ergiebt sich

daher, dass einerseits:
(14.) D(ui, uy, .o un)  D(&), %, ...,5,)

D(uyyttyy oo thn) - D3y 5y 80) 7
und andererseits:
= D(‘M;, u&, "n) D(y'l 3 !/1,29 eey y:l)
(10> B_(un”w'- “n (—1) D(.'/n yz;—“ﬂyn),
D(z;sz'év-_'_-)zn) . _ ,,_DQ/;’.’JQ,---L;)
{16) ZCHPRIES Bl SR TORIS
ist. '
- Aus (16.) ergiebt sich. zufolge (6.) die weitere Relation:
! ! ! ) n D.’,.”"" :'
17, D(s}y8hy . 5) = (— 1 plintieatd)
und aus (15.) mittels der Gleichung (9.):

‘ ' ' IN = nD(yiay£,7y’,‘) n—1
(18.) D(ul,ug,...,un) ——( 1) Wyn)’ Pr

Durch Division von (18.) und (17.) folgt noch, dass
D(uiy wy ...y w) = D (31, 33y ..., 3,) - i
ist.
Zu den vorstehenden Relationen kann man auch auf andere Weise
gelangen, wenn man den von Herrn Frobenius (d. J. Bd. 77) abgeleiteten

*) Auf die Relation ¢, = (—1)"p, hat schon Herr Gutzmer (Habilitationschrift,
Halle a. 8. 1896, 8. 14) aufmerksam gemacht.
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Satz anwendet, dass fiir eine beliebige Function f von = die Gleichung
stattfindet:

(19.) D(fy: [925 -1 [9) = [~ D1, Y2y -y 90, (=1, c008):
Zufolge (10.) ist nimlich '
(10%) 5 = ;}_u; T

also  D(z,, %, ..., 3,) = D(p;'u,, p;'uy, ..., p;'u,), wWoraus gemiiss der
Formel (19.)

(19') piD (5, .00y 5,) = D(ul, ..., u,)
und zufolge (6.)
(20.) DGy .., ) D(gs, ey 02) = P

folgt. Durch Division von (20.) und (9.) ergiebt sich:

D@, .. ul)
D(uy,...,u,) Puy

iibereinstimmend mit der Formel (14.).

Wird ferner in (20.) fiir p, der Werth aus (13".) gesetzt, so hat man:
- ' N 1) D(y, ---5 yn)*
(21') D(”l? sy un) - ( 1) D(y], ---,yn)n-H,
wihrend bekanntlich (d. J. Bd. 115, S. 332):
_ D, .yt
(22.) D(u,...,u,) = Dl sy
ist. Durch Division von (21.) und (22.) folgt:
D(ui, ..., up) DWWy s yn)
D(u,, ...y un) =1 D(y,, -++) Ya)'
tibereinstimmend mit der Formel (15.)

Durch Anwendung der Formel (19.) erhilt man iibrigens noch die
Beziehung:

D(uyy sy -y %) = Po(B1y 52y -evy 3y
die fir ¢=1,2,...,n gilt, und aus der fir i =n die Gleichung (19'.) und
fir i =1 die Gleichung (10'.) hervorgeht.

4,
Wenn die Differentialgleichung n-ter Ordnung P(y) =0 mit einer
(n—1)-ter Ordnung :
0W) =y""+qy" "+ +gay=0
Journal fir Mathematik Bd. CXXIIL Heft 1. 7
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alle Integrale gemeinsam hat, so ist (Frobenius, d. J. Bd. 76, S. 250):

d
(@3) P(y) = 2 0@)+r0G).
Wird r = LA und
dr %
(24.) 3i=C0 1y 3¢ =0yey 8¢ =0
gesetzt, so verwandelt sich die Identitit (23.) in
(23') sP(y) = {zy‘" Vg, g +Cly}

woraus folgt, dass die Grosse s integrirender Factor von P(y)=0 ist;
andererseits ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coefficienten der gleich
hohen Ableitungen von y in (23".) das Gleichungssystem:

d
3p, = _ZL+Cn—1v
A,
5p, = C — + s,
(25.) .
d
BPy1 = §2‘l‘Ln
dg,
3P, = %7

woraus fiir §, der Werth hervorgeht

dr—
gk = pn—k"é dw(pn k—]z)-l' +( l)n k a:"—’"

welcher gemiiss der ersten der Gleichungen (2.) mit dem Werthe fiir die
Adjungirte der k-ten Zeile u,, iibereinstimmt, es ist also:

L= U1y, G = U2)y veey Cor= Up—1)y B = Uy
wie denn auch das Gleichungssystem (25.) identisch ist mit demjenigen, dem
die u,, geniigen (d. J. Bd. 117, 8. 274). Zufolge (24.) ist daher:

_ U@-1) _ U2 .oy
(26.) ="y = ey Qo = 0

U(n) Uy U(n)

Es gilt also der Satz:

Die Coefficienten derjenigen homogenen lmearen Dlﬂ’erentlal-
gleichung (n—1)-ter Ordnung Q(y) =0, mit welcher P(y) =0 alle
Integrale gemeinsam hat, werden erhalten, indem man die zu P(y) =0
gehorigen Adjungirten der (s—1)-ten, (n—2)-ten, ..., 1-ten Zeile durch
die Adjungirte der n-ten Zeile dividirt.

(Vergl. d. J. Bd. 115, S. 329). '
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Zu diesem Ergebnisse kann man auch auf folgende Weise gelangen:
Zwischen dem Liosungssysteme y,,y,,...,y, von P(y) =0 und dem dazu-
gehorigen Losungssystem wg , %), ..., %), der Adjungirten der k-ten Zeile

finden, wie aus der Definition letzterer unmittelbar hervorgeht, die Be-
ziehungen statt:

.'Il“(k)l +ya0,, + e yn”(k),' = 0,

.’I(k Dy, + 95 ug, + "'—I-yuC 2)u(k = (),
@7) P gy g gD, = 1,
90 w90 wp oty uw, =0,

Y Dugy,+ 98" “(k),+"'+.'/(" D, = 0.
Es sei nun
0W) =y +qy" O+ +¢y=0
diejenige Differentialgleichung (r—1)-ter Ordnung, der die m»—1 Integrale
Y1y oooy Yioty Yixry oo Yo geniigen. Multiplicirt man die Gleichungen (27.)
beziehungsweise mit ¢,_,, ¢,—5, ..., ¢:, 1 und addirt dieselben hierauf, so
ergiebt sich:
Uy, 0(?].’) = Qp—p-
Es ist aber (Frobenius, d. J. Bd. 76, S. 266)
1 —

Q@)

ein Multiplicator von P(y) =0, somit ist

U(k);
% = qn —k

fir jedes i=1, 2, ..., n, woraus fiir k=1, ..., n folgt:

ua) O) Un—1)

P e L O I AT
iibereinstimmend mit (26.).

5.

Hat die Diffentialgleichung P(y) =0 mit einer anderen ebenso be-
schaffenen Differentialgleichung i-ter Ordnung (4 << #) alle Integrale gemein-
sam, so hat, wie Herr Frobenius auf verschiedene Arten gezeigt hat (d. J.
Bd. 76) die Differentialgleichung P,(s) = 0, welcher die Adjungirte der n-ten
Zeile 3 =u,, gentigt, mit einer linearen Differentialgleichung (n—4)-ter

7'
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‘Ordnung alle Integrale gemeinsam. Da aber, wenn z schon eine Differential-
gleichung von niedrigerer als der n-ten Ordnung befriedigt, jeder mit =
gebildete homogene lineare Differentialausdruck gleichfalls einer linearen
Differentialgleichung derselben Ordnung geniigt, so folgt aus den Ausdriicken
(2.) fiir die Adjungirten der 1., 2., ..., (n—1)-ten Zeile, dass jede derselben
gleichzeitig mit z je einer linearen Differentialgleichung (n—4)-ter Ordnung
geniigt. Daher gilt der Satz:

Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung P(y) =0 und
alle ihr adjungirten » Differentialgleichungen:

Q:(u) =0 ‘ k=1,2..0n)
sind gleichzeitig reductibel oder irreductibel.

Dass die Differentialgleichung Q, (%) =0 der Adjungirten der k-ten
Zeile mit einer Differentialgleichung (n—4)-ter alle Integrale gemeinsam
hat, sobald P(y) = 0 mit einer Differentialgleichung A-ter Ordnung alle Inte-
grale gemeinsam hat, ldsst sich iibrigens auch aus dem Gleichungssysteme
(27.) auf dieselbe Weise ableiten, wie Herr Frobenius aus demselben
Gleichungssysteme fiir k=n den Anfangs dieser Nummer angefiihrten Satz
bewiesen hat (d. J. Bd. 76, S. 266—268).

Als Beispiel mag die Riemannsche Differentialgleichung zweiter

Ordnung:
@y | COTY DG Dl
ety —ed —B)x+pR 2]y = 0

angefiihrt werden. Damit diese Gleichung reductibel sei, ist nothwendig und
hinreichend, dass die Summe dreier Exponenten, unter denen sich von jedem
singuléiren Punkte einer befindet, gleich einer ganzen Zahl sei (Frobenius,
d. J. Bd. 76, S. 2564—256). Da aber (d.J. Bd. 117, S. 376) die Wurzeln
der zu den adjungirten Differentialgleichungen Q,(u,) =0 gehorigen deter-
minirenden Fundamentalgleichungen von den entsprechenden Wurzeln der
zu P(y) =0 gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung sich nur um
ganze Zahlen unterscheiden, so ergiebt sich sofort, dass die beiden zur
‘Gleichung (28.) adjungirten Differentialgleichungen mit dieser selbst reductibel
sind oder nicht.
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