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Ueber Scharen reeller quadratischer und Hermitescher

Formen.
(Von Herrn Alfred Loewy in Freiburg i. B.)

Den von Weierstrass') stammenden Satz: ,Wenn die Determinante
einer Schar reeller quadratischer Formen einen complexen oder mehrfachen
Elementartheiler besitzt, so enthilt die Schar keine definite quadratische
Form“ hat Herr Gundelfinger in den Supplementen zu Otto Hesses®) Vor-
lesungen iiber analytische Geometrie des Raumes derartig verallgemeinert,
dass er auch fiir semidefinite quadratische Formen gilt. Ebenso wie der
von Weiersirass fiir definite quadratische Formen formulirte Satz nur als
der erste und einfachste Fall in einer ganzen Kette von #hnlichen Sitzen,
die alle aus einem Fundamentalsatz®) fliessen, erscheint, so lisst sich, wie
ich im Folgenden zeigen will, ein Theorem aufstellen, aus welchem der
von Herrn Gundelfinger publicirte Satz sich als erstes Glied in einer Reihe
von analogen Sitzen ergiebt.

Um diesen allgemeinen Satz bequem aussprechen zu konnen, ist es

) Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Akademie, Jahrginge 1858, 1868
und 1879. Wieder abgedruckt in den Mathematischen Werken, Bd. 1, S. 233 u. Bd. 2,
8. 19, der fragliche Satz findet sich S. 42. Berlin. Dieses Theorem ist auch im Anschluss
an die Weierstrassschen Untersuchurigen von Kronecker behandelt worden. Monats-
berichte der Berliner Akademie, Jahrgang 1868; Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 165.

*) Otio Hesses Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes. Dritte von
S. Gundelfinger besorgte Auflage, S.515. Leipzig 1876. Vergl. auch S. Gundelfinger,
Vorlesungen iiber analytische Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey,
S. 65ff. Leipzig 1895. S

*) F. Klein, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten
Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine canonische Form, Bonn, 1868, wieder ab-
gedruckt in Bd. 23 der Mathematischen Annalen. — Alf. Loewy, Ueber die Charakteristik
einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender Determinante. (Aus einem
Briefe an Herrn F. Klein.) Mathematische Annalen, Bd. 52, S. 588. ’
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nothwendig, den Begriff ,,Charakteristik einer reellen quadratischen Form‘‘,
den ich in meinen bisherigen Arbeiten®) fiir reelle quadratische Formen von
nicht verschwindender Determinanfe eingefiihrt habe, auch auf solche von
verschwindender Determinante auszudehnen. Man kann jede reelle qua-

a=nf=n

dratische Form X X s,,z,x;, bei welcher s,,=s;, reelle Grossen bedeuten,
a=1f=1

durch eine und sogar durch unendlich viele Substitutionen von nicht ver-
schwindender Determinante mit reellen Coefficienten:

k=n
To= 3 taby (©=1,28,..,n)

a=gq a=r
in die Normalform: > C2— X C transformiren. Auf welche Weise auch
a=1 a=q+1

immer diese Verwandlung geschehen mag, so haben doch die zwei Zahlen
r und ¢ stets denselben unverdnderlichen Werth. r heisst der Rang, ¢ der
Trégheitsindex der Form; die Zahl »—r, wobei » die Anzahl von Variablen
der Form bedeutet, wollen wir mit d bezeichnen und den Defect der reellen
quadratischen Form nennen. In meinen fritheren Arbeiten war, da die
Determinante der Form nicht verschwinden sollte, d = 0. Die kleinere der
zwei Zahlen ¢ und r—gq sei mit ¢’ bezeichnet und heisse die Charakteristik
der reellen quadratischen Form. Bei Benutzung des von Herrn Frobenius**)
stammenden Begriffes ,Signatur 0“ einer reellen quadratischen Form, wobei

0=2¢—r ist, wird ¢' = "_—QI_U_f; hierbei ist |o| der absolute Betrag der

Signatur o.

Die angegebene Erweiterung des Begriffes ,Charakteristik¢ ermog-
licht es, analoge Siitze, wie ich sie in meinem an Herrn F. Klein gerichteteh
Briefe fiir reelle quadratische Formen von nicht verschwindender Determinante
ausgesprochen habe, auch fiir Formen von verschwindender Determinante
zu formuliren. Infolgedessen kann man auch, ausgehend von dem Problem
der Aufsuchung der Elementartheiler einer Schar von reellen quadratischen
Formen, die Charakteristik einer reellen quadratischen Form verschwindender

*) Alf. Loewy, Ueber bilineare Formen mit conjugirt imagindren Variablen in
Bd. 50 der Math, Annalen, S. 569 sowie in den Nova Acta der Kaiserl. Leopold.-Carol.
Deutschen Akademie der Naturforscher, Bd. 71, No.8. Vergleiche auch den S. 54 unter ?)
-citirten Brief. o
; **) G. Frobenius, Ueber das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen. Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie, Jahrgang 1894, S. 79. ‘
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Determinante vollstindig definiren. Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich
schliesslich auf Hermitesche Formen ausdehnen.

§ 1.

Der zu beweisende Fundamentalsatz, welcher den Mittelpunkt der
Arbeit bilden wird, lautet:

Ist ¢ eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter-
minante, so geniigen die Elementartheilerexponenten der Determinante der
Formenschaar ¢ p—1v, falls @ eine reelle quadratische Form von verschwindender
oder nicht verschwindender Determinante mit der Zahl q' als Werth der
Charakteristik bedeutet und ¢ ein reeller variabler Parameter ist, der Un-
gleichheit :

¢=s+2(5)+ xE(S)

Hierbei ist 2s die Summe der Ezxponenten aller Elementartheiler, die fir einen
imagindren Werth des ¢ verschwinden; h durchliuft in der obigen Summe die
Exponenten aller Elementartheiler, die von einem reellen, von Null verschiedenen
Werth des ¢ annullirt werden, und h' nimmt die Werthe der Exponenten aller

Elementartheiler, die fir ¢ = 0 verschwinden, an*). E( >bedeutet die grosste

2, E( > die grisste in =1 enthaltene ganze Zahl. Die Anzahl der

2
fur 0=0 verschwmdenden Elementartheiler ist ganz unabhdngig von ¢ und
gleich dem Defect d vor .

a=n =n a=n fi=n

Es seien o = 3 = 0,52, T und ¢ = = 2 b,sz,x; die zwei zu be-

a=1 p:
trachtenden reellen quadratlschen Formen; nach Voraussetzung soll die
Determinante von ¢ von Null verschieden sein. Bei der Zerlegung in
Elementartheiler moge die Determinante von gp— gleich

Clo—e)(o—en)”...(o—e)™
werden; hierbei sei C eine von ¢ unabhingige Constante und e, +e,+ - +e, =n.
Jeder der Factoren (p—e¢;)* ist ein Elementartheiler. Eventuell konnen
auch einige der Grossen ¢ unter einander gleich werden. Durch eine lineare
Substitution von nicht verschwindender Determinante kann man in ¢ und y
statt der alten » Variablen z,, x,,...,z, n neue Variablen:

“) Wenn die Determinante von v von Null verschleden ist, so existirt kein fiir
? = 0 verschwindender Elementartheiler. : S :
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X X, ... Xu,—l
XQU X2l pes X?e,—l

X Xay oo Xlel -1

X Xoroo Xo
einfithren; hierdurch geht

1=T
® in 1_%;(XIUXleA—1+XA1X1eA—2+"'+Xle1-—lxl())7

l=1
Y in 12=1 & (XX -1+ Xu X, 20+ + Xogy -1 Xo0)
+ (X)m Xzel —2+Xu Xze;._s + e + Xzel—z XAU)

iber. Die aus y auf diese Weise hervorgegangene Form hat ebenso wie
die ftiberfilhrende Substitution nicht nothwendig nur reelle Coefficienten. Um
¢ und y durch reelle lineare Substitutionen in reelle quadratische Formen
zu verwandeln, verfahre man auf folgende Art: Wenn (¢—c;)* einen reellen
Elementartheiler bedeutet, dann ersetze man die Variablen X;,X;, ... X;,
durch die Substitution X;, = D/E%,,, wobei ©u=0,1,2,...,e,—1 und ¢ die
positive oder negative KEinheit ist, je nachdem ein gewisser durch die
zwei zusammengehorigen Grossen ¢; und e; bestimmter Ausdruck C,, welcher
von Null verschieden ist, das positive oder negative Vorzeichen besitzt.
Der Theil von v, welcher dem reellen Elementartheiler (¢ —¢,)* entspricht,
geht durch die neue Substitution iiber in:

&€, (xl()xiq:l +%u xlel s o xlel—l X)
+6 XXy, 2+ XXy s+ + X, 2 %)

Den soeben hingeschriebenen Theil, welcher dem reellen Elementartheiler
(e—c)* entspricht, wollen wir mit T, bezeichnen.

Wenn (¢p—c)% ein imaginirer Elementartheiler ist, so gehort zu
diesem stets ein zweiter imaginirer Elementartheiler (¢ —c,)%, sodass c;.
conjugirt imagindr zu ¢; und e, =e¢, wird. Ist also ¢, =m;+im); wobei
i=V—1 ist, so wird: ¢, =m,—im} werden. Setzt man:

X;,, = E,,,+i21:‘§,,, (K=0,1,2...,¢;—1)
XA.!, = El,,——ii';,,

und ertheilt den zwei Wurzeln VC; und VC,, wobei die von den Coefficienten
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von ¢ und ¥ sowie von den zwei Grossen ¢, und e, beziiglich ¢;, und
e, = e, abhiingigen Ausdriicke C; und C; in diesem Falle conjugirt imaginér
sind, ebenfalls conjugirt imaginiire Werthe, so geht der Theil von y, welcher
den zwei Elementartheilern (p—e¢))* und (o—e¢;)* = (p—c;.)* entspricht,
iiber in:
(my4-im3) [(Xro+iXog) Frgya + %Kiy 1)+ o+ Fiey—1 +iFn,, 1) - Fpo +%0)]
+ [(xxu'i'ix:\u) (xxel—z + iEﬁq —2) o evesfe (xle1—2+ ixael—z) (x).u +'£'lu)]
+ (mz—im;.) [(»%m_'.%:w) (xm—l —ixiel—l) e +(Ilel—l _ix'zq—l) (gm—ix:m)]
+[(£lu—i£;,u) (Elq —-2—ixlle]' —2)+ s 2 (xlel -2 ix;e‘—2> (x}.u —‘ix,lu)]
= 2ml[£7.()xlq—l+xh£lel—2+ ek xiel—lxl()]
—2m, [ff'zu?fﬁq_l +£;.1:£;.e1 e +x;el—lI'I(l]
—4m; [Eg.l)xlel—l+£;.1£1el—2+ =G +£,Zel—1£ll)]
+2[XnXny 2+ XXy st + Xy 2 Xi)
"'2[xs.u£;el—2+:£:u$iel—3 Ry +I;.el—2£'lﬂ]'

Diesen soeben hingeschriebenen Theil, welcher zwei zusammen-
gehorigen imaginiren Elementartheilern (o—e¢;)* und (¢—e¢; ) entspricht,
wollen wir mit ¥, bezeichnen.

Gesetzt unter den = Elementartheilern der Determinante von ggp—1vy
geien o reelle, so wird die Anzahl der imaginiiren Elementartheiler gleich
v—0 und 7—o ist eine gerade Zahl. Man kann dann stets durch reelle
lineare Substitutionen von nicht verschwindender Determinante die Formen-
schar pgp—y so transformiren, dass y in die reelle quadratische Form:

T—0
g A= 57— to

> n+ = V,
A=1 A=0+1

ibergeht. Vermdge unserer Substitution nimmt ¢ die Gestalt:

l=a
.21 el(xlﬂflel—l +x)‘l£lel—2+ +£lei—1£1())

l=‘[—0

t+o

+ 2 1=%+1 [(Et(lxlel—l +£llxiq—2+ e +£le1—lxl())
. _(xlmxiq -1 'txil E;q—z‘i‘ b2 2 +Ellq-—l£'m)]

an.*)

*) Wegen der niheren Ausfiihrung des Obigen vergleiche man die grundlegende
Arbeit von Weiersirass ,Zur Theorie der bilinearen und quedratischen Formen* (Monats-
Journal fir Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 8
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- Die neue reelle quadratische Form, welche aus y durch eine reelle
lineare Transformation von nicht verschwindender Determinante hervorgeht,
hat denselben Rang und Trigheitsindex, mithin auch dieselbe Charakteristik

T—0
A=a+

Y

) i A=¢
wie . Die Charakteristik von ) T+ = 1 V, ist gleich oder grosser
— =0a+

2
als die Summe der Charakteristiken der einzelnen Theilformen T, und V,,

in welche die Form zerfillt. Zur Herleitung unseres Satzes wird mithin
nur die Untersuchung der Charakteristiken von 7, und V; erforderlich sein.

Wir bestimmen zuerst die Charakteristik von T, unter der Voraus-
setzung, dass ¢; von Null verschieden ist. Um die Charakteristik von T,
fir e, = 2p+1, also falls der Elementartheilerexponent eine ungerade Zahl
ist, zn finden, filhre man die neuen Variablen:

Vizp = @6:Xpp+ 1%,
?)22,;_1 == ElclIl2p—l+£l£l‘lp—21_
ynp—z = Elcz:fxep_r}'ezxzzp—s,
Vg1 = @1¥y 1+ 6

in T; ein; dann geht T, iiber in:
2 (:’Em@up +x11@l2p—1+ +R1p—-1@lp+l>+£l clx/%p-

Die neue reelle Form geht aus T, durch eine reelle lineare Substitution
von nicht verschwindender Determinante hervor; mithin hat sie denselben
Rang, denselben Triigheitsindex und die gleiche Charakteristik wie T;. Die
zuletzt hingeschriebene Form hat den Rang 2p-+1, den Triigheitsindex p+1
oder p, je nachdem ¢e¢, ein positives oder negatives Vorzeichen hat. In-
folge dessen hat die Charakteristik von T; in dem untersuchten Falle den

e _ 2p+1

Werth p, d. h, sie ist gleich der grossten in 7 3

enthaltenen ganzen

Zahl, also = E(%)

berichte der Berliner Akademie, 1868); vgl. vorziiglich den Wiederabdruck dieser Arbeit
im zweiten Bande der Gesammelten Werke, bei welchem eine Berichtigung stattfand.
Ferner sehe man die Darstellungen bei Gundelfinger in den schon citirten Supplementen
zu Hesses Raumgeometrie und bei F. Klein in der ebenfalls schon angefiihrten Arbeit.
[Nachschrift vom Januar 1900: Inzwischen ist das Werk von Muth ,Theorie und An-
-wendung. der - Elementarthpiler” erschiemen;, dort: findet. man die hier angewandten Be-

trachtungen auf S.122 gegeben.].: . . . .
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Will man die Charakteristik von T, fiir ein von Null verschiedenes
¢, falls e; = 2p ist, bestimmen, so setze man:
Dizp—1 = &€ X101+ E:X305 2,
@12p—2 = 'chzxz-zp—z +$2:£12p—3;

?)7‘)-}-1 =& cl£1p+l+el$lp1
@1 "5101:*:1;;4‘ xlp 10

Durch diese Transformation geht T iiber in:
’ 2(x10®12p—1 +I1| 2)}.?,)—2‘*‘ + xlp—l glp)-

Diese neue reelle Form, welche aus T, durch eine reelle lineare
Substitution von nicht verschwindender Determinante hervorgeht, hat den:
Rang 2p und den Trigheitsindex p, mithin die Charakteristik p. Die Cha-

2p

rakteristik von T; ist also wie oben =p, d. h. gleich der grossten in %‘ 5

enthaltenen ganzen Zahl, also wiederum E(§)

Sollte ¢; = 0 sein, so wird T, die einfachere Form:
CAC T, SPRIPE o %, VMRS SRLLE . SYRIPY. 1)

annehmen. Diese reelle quadratische Form hat den Rang e,—1; wenn
e, =2p+1 ist, so ist der Trigheitsindex = p, falls e, =2p ist, so ist der
Trigheitsindex =p oder p—1, je nachdem ¢ die positive oder negative
Einheit ist. Die Charakteristik hat mithin fiir e; =2p+41 den Werth p, fiir
e, = 2p hat sie den Werth p—1. Ist also e; ein Elementartheilerexponent,

der ¢; =0 entspricht, so ist die Charakteristik von T, gleich E (BLE—I), ganz
unabhiingig davon ob e, eine gerade oder ungerade Zahl ist.
Um die Charakteristik von ¥, zu bestimmen, setze man, falls
e, = 2p ist: _
@up 1= 4"‘1&:12,,—1'}‘4:*:12,;_2 4'”:1:’1’::129—1
@12,, 2 = 4ml£12p—2+4£1?p—3 4'”1&12,;_2

@1,, 1= 4mlx1p+l+4x}.p 4m1:’£1p+1
91,; = 4m1:£1p+ 2:*:1,,—1—4"‘131,;

@;.2,;—1 = 4ml£;.?p——l+4£;.2p-2+4m;.x12p—1

@:12,;-2 = 4”11&;.2,;—2'*‘4&;.2,,—3‘*'4"‘:1&1?,;-2

8#
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@ip+l = 4'”1%.;.;&1 +4£;.p + 4 m; I1p+11
g);.p = 4m1£;‘p+2x£p—l+4mgx1p‘
Hierdurch geht ¥, iiber in: ‘

xll)@up—l +£llg)np_2+ e xlp—l ?)lp

—Eiu@i?p-l —xil@;lp—z— o _E;.p—l 9;.13'
Der Rang der soeben hergeleiteten Form ist gleich 2¢;; der Trig-
heitsindex, wie die Charakteristik haben den Werth e, Die Determinante
der iiberfiilhrenden reellen Substitution verschwindet nicht, weil m; von Null

verschieden ist; infolge dessen hat V; auch die Charakteristik, wie den Triig-
heitsindex e;. :

Falls e, = 2p+1 ist, so fithre man in ¥V, durch folgende reelle Sub-
stitution von nicht verschwindender Determinante neue Variablen ein, man
setze:

2)12,; = 4ml£17p+4£l?p—l- 4”’3:{:1@,
2)12,,-1 =4m, xl?p—l +4£mp_2_4m,1:£:12p—1a

@1“—1 = 4ml£1p+1+4£1p'_4m;.£ip+u
2);.2;) = 4m2£;.2p+4$;.2p—1+4m;.x12p1
@ap—l = 4”‘1}:32,;—1 + 4&:;.2,;—2 + 4m£x1‘2p-—11

2)2,,4-1 = 4m1£;.p+1+4:£;p+4m;.:£1p+ 1
Durch die Einfiithrung der neuen Variablen geht V; iiber in:
Izug)np’*'xllg.)mp—l'*' +I1p—1g)1p+1
_:E.ng);.ap_xil g’izp—l - _xi})—l @;.p-}-l
+@m X7, —2m X}, —4m X, X;,).
Die zuletzt hingeschriebene Form hat, da m; von Null verschieden
sein muss, den Rang 2(2p+1) =2¢;.

Der Trigheitsindex, wie die Charakteristik sind = 2p+1. Mithin
hat ¥V, die Charakteristik e;.

Z=U+T;6

) =0
Die Charakteristik von 121 T.+ . XV, ist gleich oder grosser als
CA= =0g+1

die Summe der Charakteristiken der Theile, d. h. =s+=E (%) +ZE (h—'gl);

hierbei ist 2s die Summe aller Elementartheilerexponenten, die zu simmt-
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lichen Theilen V, gehoren; A durchliuft simmtliche Exponenten von
Elementartheilern, die zun allen Theilen T, gehdren, falls T, einem reellen
Elementartheiler (¢ —¢;)*, bei welchem ¢; von Null verschieden ist, ent-
spricht; A' durchliuft in der Summe simmtliche Exponenten derjenigen

o

la+’

Elementartheiler, die fiir o = 0 verschwinden. 2 T,+ z—2+1 V, hat die-
selbe Charakteristik wie 1, mithin:

' h K —1

¢ =5+ ZE(5)+=E(5-)
Dass der Defect von y gleich der Anzahl der fiir Null verschwindenden
Elementartheiler der Determinante von ggp—y ist, folgt sofort aus der De-
finition des Begriffes ,Elementartheiler und dem Umstande, dass der Rang
r einer quadratischen Form wy gleich dem Rang ihrer Determinante ist,
also dadurch bestimmt wird, dass alle Determinanten (r+-1)-ten und hoheren
Grades, die man aus der Determinante von v bilden kann, verschwinden,
hingegen nicht mehr simmtliche Determinanten r-ten Grades Null sind.

Man kann dieses Resultat auch herleiten, indem man bedenkt, y und

— 0

1=o+"
2 T,+ 2 V, haben gleichen Rang. Wie das Obige zeigt, ist der

lo+£u

Rang r von 2 T,+ 2 V, gleich 2s+2h+2(h'—1); da 284+Zh+2h'=n,
so folgt: der Defect d-—n —r ist gleich der Anzahl der fiir ¢ =0 ver-
schwindenden Elementartheiler. Man kann den abgeleiteten Satz noch in
der folgenden etwas allgemeineren Form aussprechen:

Hat man eine Schar von reellen quadratischen Formen uP+v&Q., deren
Determinante nicht identisch verschwindet, und ist yP+n& irgend eine beliebige
in der Schar enthaltene reelle quadratische Form, welche die Zahl q' als
Charakteristik hat, so besteht die Ungleichheit:

¢ =s+2E(0)+ zp(MF).

2s bedeutet hierbei die Summe der Ezponenten aller imaginiren Elementar-

theiler*) der Delerminante von uP+vQi;. in TE (%) durchliuft h die Ez-

*) Unter einem imagindren Elementartheiler der Determinante von uP -+ »9 sei

ein solcher verstanden, der fiir einen complexen Werth des. Verhiltnisses % verschwindet;



62 Loewy, iiber Scharen reeller quadratischer und Hermitescher Formen.

ponenten aller reellen Elementartheiler der Delerminante von uL+vQ, aus~
genommen die Exponenten derjenigen Elementartheiler, welche fiir den Werth

%des Verhdltnisses % verschwinden;*) h' nimmt in =E (112——1) die Werthe der
Exponenten aller Elementartheiler der Determinante von uwP-+vQ., welche fir

den Werth % des Verhiltnisses % verschwinden, an.

Der Beweis dieses Satzes folgt sofort aus der Ueberlegung, dass.
man die Schar uP+»Q auch in gleichwerthiger Weise als Schar gp—vy
gchreiben kann, falls man ¢ = yP4 70 und ¢ = », P+ 7,0 setzt; dabei ist
p=90—y und v =1,0—7, unter ¢ ein reeller variabler Parameter ver-
standen. 7, und y, sind reelle Zahlen, welche aus der Gleichung y,7—n,y =+1
80 zu bestimmen sind, dass die Determinante von 7,$+#,Q von Null ver-
schieden ist. Da nach Voraussetzung die Determinante von «4-»£ nicht
identisch verschwindet, so kann man stets Zahlen y, und 5, finden, welche
den Bedingungen geniigen. Jedem Elementartheiler (o—¢;,)* von gp—vy
entspricht dann ein Elementartheiler der Determinante von u$+»Q, welcher

denselben Exponenten e, hat und fiir den Werth ;‘z—::—z des Verhiltnisses%
1

verschwindet.**)
§ 2.
Aus der Ungleichheit ¢’ >s+2E(§)+2E(h—:—1) kann man die

folgenden wichtigen Folgerungen ziehen:

a) Ist ¢ irgend eine reelle quadratische Form mit n Variablen von
nicht verschwindender Determinantet) und y eine beliebige reelle quadratische
Form von verschwindender oder nmicht verschwindender Determinante mit der
Zahl ¢' als Charakteristik, so hat die gleich Null gesetszte Delerminante von
oq—y wenigstens n—2q' reelle Wurzseln ¢; hat die Gleichung |op—y| = 0

da die Formenschar uP + L reell ist, so sind die imaginiren Elementartheiler paar-
weise von gleichem Grade vorhanden; diese verschwinden fiir conjugirt imaginire Werthe

des Verhiltnisses %; mithin ist- die Summe simmtlicher imaginiren Elementartheiler

stets eine gerade Zahl 2s.
*) Die Determinante von w4 »LQ besitzt dann und nur dann einen Elementar-

theiler, der fiir den Werth % des Verhiltnisses % Null wird, falls die Form yP + 4D

eine verschwindende Determinante hat.
**) Vergl. in Bezug hierauf Weiersirass in Bd. II der Ges. Werke, S. 24.
1) Vergl. die Anmerkung auf S. 63.
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~genau n—2q' reelle Wurzéln, so gehoren diese reellen Warzeln zu einfachen
Elementartheilern der Determinante vor ¢ (p— vy, ausgenommen etwa die Wurzeln
o = 0, bei welchen auch die Zahl 2 als Elementartheilerexponent auftreten darf.

b) Ist ¢ irgend eine reelle quadratische Form mit n Variablen von
nicht verschwindender Determinante®) und y eine beliebige reelle quadratische
Form von verschwindender oder nicht verschwindender Determinante mit der
Zahl q' als Charakteristik, so kann die Determinante von 99—y, wobei ¢ ein
variabler Parameter ist, nicht mehr als q' Elementartheiler, die nicht ein- oder
sweifach sind, besitzen. Hat die Delerminante von 9 — genau q" Elementar-
theiler, die nicht ein- oder zweifach sind, so sind diese drei- oder vierfach.
Besitst die Determinante von 9p—y genau q' drei- oder vierfache Elementar-
theiler, so hat die Gleichung |op—vy|= 0 nur reelle Wurzeln; die swei- und
vierfachen Elementartheiler gehiren in diesem Falle nur zu etwa auftretenden
Waurzelr ¢ = 0.

Aus jedem dieser zwei Sitze folgt wepn man fir y eine reelle
quadratlsche Form mit der Charakteristik ¢' = 0 setzt, das in der Einleitung
besprochene Gundelfingersche Theorem.

Ist v eine reelle quadratische Form mit der Charakterlstlk qg =1,
so -ergeben sich folgende Resultate. Die Determinante von o¢p—wy besuz_t
entweder: -

1. Nur ein- oder zweifache Elementartheiler, die ausschliesslich fiir
reelle ' Wurzeln verschwinden, die etwa zweifach auftretenden Elementar-
theiler gehéren nur zu den Wurzeln ¢ = 0,

oder:

2. nur ein- oder zweifache Elementartheiler, von denen zwei fiir
conjugirt imaginire Grossen, alle iibrigen fiir reelle Wurzeln verschwinden,
die etwa zweifach auftretenden Llementarthellel konnen nur za den Wurzeln
=0 gehoren, ’

oder:

3. nur reelle Wurzeln, von denen eine von \Tull verschledene Wurzel

zu -einem zweifachen Elementartheiler, alle anderen von Null verschiedenen

: *) Der Satz. bleibt, wie aus dem letzten Theorem des § 1 hervorgeht,. auch giiltig,
wenn ¢ eine reelle quadratische Form mit » Variablen von verschwindender Determinante
ist, .nur muss: ‘man dann vomussetzen dass jedenfalls |@g — | nicht identisch Null
A Sar-s: - AR T R, R
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Wurzeln zu einfachen Elementartheilern gehoren, die Wurzeln ¢ = 0 konnen
zu ein- oder zweifachen Elementartheilern gehoren,
oder:

4. nur reelle Wurzeln, von denen eine von Null verschiedene Grisse
zu einem dreifachen Elementartheiler, alle anderen von Null verschiedenen
Wurzeln zu einfachen Elementartheilern gehoren, die Wurzeln ¢ =0 kinnen
zu ein- oder zweifachen Elementartheilern gehoren,

oder:

5. n reelle Wurzeln, von denen die von Null verschiedenen zu ein-
fachen Elementartheilern gehdren, die Wurzeln ¢ = 0 aber vertheilen sich
auf einfache, zweifache sowie einen dreifachen oder auf einfache, zweifache
sowie einen vierfachen Elementartheiler.

§ 3.

Hat man eine beliebige reelle quadratische Form y von verschwindender
oder nicht verschwindender Determinante mit der Zahl q' als Charakteristik,
so kann man stets reelle quadratische Formen ¢ von nicht verschwindender
Determinante finden, dass die Determinante der Formenschar o p—y, wobei o
ein reeller variabler Parameter ist, beliebig vorgegebene Elementartheiler be-
sitst; jedoch muss man bei der willkirlichen Vorgabe der Elementartheiler dafiir
Sorge tragen, dass die imaginiren Elementartheiler paarweise conjugirt imagindr
von gleichem Grade gegeben sind, dass die Anzahl der fir o0=0 ver-
schwindenden Elementartheiler genau gleich dem_ Defect vorn v wird und dass
schliesslich die fundamentale Ungleichheit:

¢ = o+ =E(5)+ =B(*F)
erfullt ist.

Der Beweis fiir den aufgestellten Satz ist folgender: Entsprechend
dem gegebenen System von Elementhartheilern kann man sich die reelle

T—0a

A=a+'

quadratische Form :S‘:Tﬁ > V, bilden; diese Form ist durch die ge-

bA=0g+41
gebenen Elementartheiler vollig bestimmt, nur in Bezug auf die Grossen &,

die gleich +1 oder —1 sein kdnnen und bei der Bildung von T, auftreten,
herischt noch eine Willkiirlichkeit. Diese Grossen ¢ konnen wir uns so

T=—a

A=0+

bestimmen, dass unsere Form jé:: T, + N V. denselben Trigheitsindex
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wie die Form u erhilt. Betrachten wir jetzt die Formenschar:

=0
0 [é; & (Xa&Kie,—1 + XXy ot - + %5, 1 %20)

PR

+ 2 3 =§+ . l(ﬁ}.u&:}.el_l + £1\ Ilel—z + s +£le1 -1 xlﬂ)

la+ =

oy BBt + BB |- [ Z Tt 2 W,
so hat dieselbe die vorgegebenen Elementartheiler (vergl. Selte 57). Da

-0

=0 L= 0+ 2

> T1+ 2 V, denselben Triigheitsmdex und denselben Rang wie v hat, so

A=1
giebt es eine reelle lineare Substitution von nicht verschwindender Deter-

=~

K

Za+za

minante, welche z T,+ z V, in v iiberfiihrt; wendet man diese Sub-

stitution auf
A=g
1§1 Gl(xmxxel—l +:£7.1£1e1—2+ +xle1—1£1(1)

l=0+1'-;0'

+ 2 1 =§+ 1 Kx,'u)xlel—l +' E}.l xze,‘-z“‘ o +£lel—1£m)
- (E,loxs.ez—l + E;,l E;.e;'—a s il fﬂe-l_lfﬂo)!
an, so erlangt man ein€ reelle quadratische Form ¢ von nicht verschwinden-

der Determinante, so dass die Determinante der reellen Formenschar op—y
die vorgegebenen Elementartheiler besitzt.

Der soeben bewiesene Satz zeigt, dass die aus den Elementartheilerex-

ponenten der Determinante von pgp— gebildete Zahl s+>E (g) +=E ("'T_})bei

geeigneter Wahl einer reellen quadratischen Form ¢ von nicht verschwinden-
der Determinante stets die Zahl ¢' d. h. die Charakteristik der gegebenen
Form y erreichen kann. Hieraus gewinnt man folgende Folgerungen:
Der hichste magliche Elemehtartheilerea:ponent, der zu einem reellen,
fiir einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden Elementartheiler der
Determinante der Formenschar 9qp—vy gehoren kann, falls yw eine gegebene
reelle quadratische Form wvon verschwindender oder nicht verschwindender
Determinante mit der Zahl q' als Charakteristik ist und fir ¢ jede reelle
quadratische Form von nicht verschwindender Determinante gesetst werden

kann, ist gleich 2¢'+1. Ist ¢ = %, wobei r den Rang von vy bedeutet, so ist

Journal fir Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 9
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das Maximum fir einen Elementartheilerexponenten, der zu einem reellen, fir
einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden Elementartheiler gehort,
gleich 2¢' = r. (

Hieraus ergiebt sich die folgende Definition der Charakteristik einer
reellen quadratischen Form y von verschwindender oder nicht verschwinden-
der Determinante:

1. Die Charakteristik von vy ist gleich der grissten in % enthaltenen.

ganzen Zahl, wenn A das Maximum des Elementaitheilerewponenten, der zu
einem reellen, fiir einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden
Elementartheiler der Determinante von‘g(p—t,u gehort, bedeutet; hierbei soll
fir ¢ jede beliebige reelle quadratische Form von nicht verschwindender
Determinante gesetst werden kinnen.

Aus dem ersten Satze dieses Paragraphen fliessen noch folgende
weitere Definitionen der Charakteristik:

2. Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form v von ver-
schwindender oder nicht verschwindender Delerminante ist der hichste Exponent,
welcher bei einem imaginiren Elementartheiler der Delerminante der reellen
Formenschar oqp—v auflritt; fir ¢ kann hierbei jede reelle quadratische Form
von nicht verschwindender Determinante gesetst werden.

3. Die Maximalzahl fir simmtliche verschiedene imagindre Wurzeln
der gleich Null gesetzten Determinante von ¢p—, wobei ¢ einen Parameter
bedeutet, und ¢ jede beliebige reelle quadratische Form von nicht verschwinden-
der Determinante ist, giebt uns den doppelten Werth der Charakteristik der
gegebenen reellen quadratischen Form v oon overschwindender oder nicht ver-
schwindender Determinante an.

4. Die Anzahl der reellen Elementartheiler der Determinante von
op—y, welche vom zweiten Grade sind und fir einen von Null verschiedenen
Werth des ¢ verschwinden, giebt fur ihr Mazimum, wenn man fir ¢ jede be-
liebige reelle quadratische Form wvon nicht verschwindender Delerminante
setat, die Charakteristik der gegebenen reellen quadratischen Form v von ver-
schwindender oder nicht verschwindender Determinanle an.

Ist y eine reelle quadratische Form von verschwindender Determinante
mit der Charakteristik ¢', so hat die Determinante von gp—wp einen
Elementartheiler ¢?, das Maximum fiir 4, wenn man fiir ¢ alle reellen qua-
dratischen Formen von nicht verschwindender Determinante setzt, ist nach
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dem ersten Satze dieses Paragraphen i = 2¢'+2, sollte jedoch ¢' =-'2'— sein,

wobei » der Rang von y ist, so wird 4 = 2¢'+1.
Hieraus folgt:
Ist y eine reelle quadratische Form von verschwindender Determinante,

so ist die Charakteristik von v gleich der griosstem in Ii;—l enthaltenen ganzen

Zahl, wenn L den Mazimalwerth des Exponenten fir einen Elementartheiler
o* der Determinante von 9o —y bedeutet und man fir ¢ jede reelle quadratische
Form von nicht verschwindender Determinante setzsen kann.

§ 4. :
Die vorstehenden Untersuchungen wollen wir jetzt auf Scharen

a=n f=n

Hermitescher Formen ausdehnen. Ist = X 2 a,5x, x4 eine bilineare Form,

a=1 f=1
bei welcher a,; und a;, conjugirt imaginire Grossen sind, so heisst & be-
kanntlich eine Hermitesche Form. Man kann zu jeder Hermiteschen Form
auf unendlich viele Arten zwei lineare Substitutionen von nicht verschwinden-
der Determinante:

T, = _gpakgka a=1,23,..,n,

5a. = k;; ;akay

bei welchen p,, und p,; conjugirt imagindire Grossen sind, finden, dass die
Hermitesche Form & in die folgende Normalform:

az:‘q;aZa_ a2= ga;—a

a=1 a=q+1
iibergeht. Die Zahlen r und ¢ sind hierbei genau analog wie bei den
quadratischen reellen Formen Attribute der Hermiteschen Form und ganz
unabhiingig von den gewihlten iiberfilhrenden Substitutionen; r heisst der
Rang, ¢ der Trigheitsindex der Hermiteschen Form. Die Charakteristik
von ¢ kann mithin ebenso wie bei den reellen quadratischen Formen
als kleinere der zwei Zahlen ¢ und r—gq definirt werden; fiihrt man nach
Herrn Frobenius die Signatur ¢ = 2¢—r einer Hermiteschen Form ein, so
ist ¢’ = ;—M; hiebei bedeutet |o| den absoluten Betrag der Signatur. Die
Zahl n—r wollen wir wie bei den reellen quadratischen Formen den Defect d
der Hermiteschen Form nennen.

9*
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Betrachtet man in @ die n» Variablenpaare «, und «, als conjugirt

imaginéir und setzt: '

z, =u,tiv,, =123, ..,n

T, = u,—iv,,
wobei die 2n Grossen u,, v, reelle Variable bedeuten und i =V—1 ist, so
geht die Hermitesche Form @ ilber in eine reelle quadratische Form ¢ von
den 2n reellen Variablen #,, »,, Hat & den Rang r und den Triigheits-
index ¢, so hat ¢ den Rang 2r und den Trigheitsindex 2¢4. Die Charak-
teristik von ¢ hat den Werth 24, der Defect von ¢ ist gleich 2d, wenn
@ die Charakteristik ¢' und den Defect d besitzt, —

a=n f=n - a=n f=n _ .
Wemn ¢P—-P=¢ 3 3 az,2,—3 3 b,x,x; eine Schar von
a=1 =1 a=1 f=1

Hermiteschen Formen mit » Variablenpaaren ist, so kann man ihr also, falls
man: x, = u,+iv,, «,=u,—iv, «=1,23,...,n i=V—1 setzt, die Schar
reeller quadratischer Formen g¢¢@—w mit 2n Variablen zuordnen; dann
gilt folgende Relation: die Determinante von g@—w ist gleich dem
Quadrat der Determinante von ¢@—%, also [pp—y|=|oP— P Besitzt
die Determinante von ¢@—%¥ die Elementartheiler (¢p—e¢))", (¢0—¢,)%
(o—¢5) ..., (0—c,)7, 80 hat die Determinante von op—vy die Elementar-
theiler ((’_‘clylv (Q_CI)elv (9—02)92, (9"’02>e”” (9'_03)831 (()_03)91: soey (9_01)%, (9_61)81_
Nehmen wir nun an, ¥ sei eine Hermitesche Form von verschwindender
oder nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik ¢', so gilt
nach dem Fundamentalsatz des § 1 fiir die zugeordnete reelle quadratische
Form v mit der Charakteristik 24" die Ungleichheit:

2¢ >2s+23E(})+2=E(Y D),
hierbei bedeutet 2s die Summe der Exponenten der imaginiren Elementar-

theiler*) der Determinante von o®—%¥; h durchliuft bei E (g) alle Ex-

ponenten séimmtlicher reellen Elementartheiler der Determinante von ¢® — %,
welche nicht fiir o = 0 verschwinden; A" nimmt die Werthe aller Exponenten
simmtlicher fiir ¢ =0 verschwindenden Elementartheiler der Determinante

von ¢P—¥ an. Mithin wird ¢ =s+2E (’21) +=E (h"?;l) und der Funda-

*) Zu jedem imaginidren Elementartheiler (o —¢;)®¢ der Determinante einer Schar
0P —®¥ von Hermiteschen Formen gehort ein zweiter Elementartheiler (p—cz.)%, bei
dem ¢;. conjugirt imaginir zu ¢; und e; = e; ist.
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mentalsatz des § 1 bleibt auch fiir Hermifesche Formen unveriindert giiltig.
Er lautet also: :

Ist D eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante,
so geniigen die Elementartheilerexponenten der Determinante der Formenschar
0D— ¥, falls ¥ eine Hermitesche Form von verschwindender oder nicht ver-
schwindender Delerminante mit der Zahl ' als Werth der Charakteristik be-
deutet und ¢ ein reeller variabler Parameter ist, der Ungleichheit:

¢ = o+ =E(3)+=E(" ).

Hierbei ist 2s die Summe der Exponenten aller Elementartheiler, die fir einen
imagindren Werth des ¢ verschwinden; h durchliuft in der obigen Summe
die Exponenten aller Elementartheiler, die von einem reellen, von Null ver-
schiedenen Werth des ¢ annullirt werden, und h' nimmt die Werthe der Ex-

ponenten aller Elementartheiler, die fiir o =0 verschwinden, an. E(g) be-

__2"’__ 5— enthaltene ganze Zahl.
Die Anzahl der fir ¢ = 0 verschwirndenden Elementartheiler ist gans unabhdngig
von D und gleich dem Defect d von .

Infolge dieses Theorems bleiben alle im § 1 und § 2 fiir reelle qua-
dratische Formen ausgesprochenen Resultate umverdndert auch fir Hermite-
sche Formen giltig. Der specielle Satz, welcher sich fiir die Determinante
einer Schar von Hermiteschen Formen o®— ¥, wenn @ eine Hermitesche
Form von nicht verschwindender Determinante und # eine solche von ver-
schwindender Determinante mit der Charakteristik ¢' = 0 ist, ergiebt, war
Weierstrass schon lange bekannt; dies geht aus einen Briefe, den Herr
Frobenius im November 1881 an Weierstrass richtete, hervor. Dieser Brief,
in dem Herr Frobenius auf Weierstrass' Veranlassung ,dieses merkwiirdige
Resultat, welches Weierstrass in der Theorie einer speciellen Art von
bilinearen Formen erhalten hatte, mit den von Frobenius in der Theorie
der bilinearen Formen angewandten Hiilfsmitteln*) bewies, ist jedoch erst
1896 in der Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft zu Ziirich**)

deutet die grosste in g, E (h 1) die grisste in —-

*) @. Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Dieses
Journal Bd. 84.

**¥) @G. Frobenius, Zur Theorie der Scharen bilinearer Formen. (Auszug aus einem
Briefe an K. Weiersirass.) Jubelband der Ziiricher naturforschenden Gesellschaft, p. 20.
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im Druck erschienen. Zuerst publicirt wurde das fiir eine Schar Hermite-
scher Formen, welche eine semidefinite Hermitesche Form enthilt, giiltige
Theorem von Herrn Gundelfinger*), der diesen Satz unabhiingig gefunden
hatte. Das bei einer definiten Hermiteschen Form giiltige Resultat ist schon
allgemein 1864 von Herrn Christoffel**) bewiesen worden. Die Verhiltnisse,
welche fiir Scharen von Hermiteschen Formen, wenn die Charakteristik
einer Hermiteschen Form von nicht verschwindender Determinante, die in
der Schar enthalten ist, bekannt ist, statthaben, habe ich zuerst ohne Beweis
in meinem Brief an Herrn Klein angegebent); hier liegt die Ausdehnung auf
Formen von verschwindender Determinante vor. Durch diese Untersuchungen
ist das Christoffel- Weierstrass-Gundelfingersche Theorem iiber definite und
semidefinite Hermitesche Formen, welche in einer Schar Hermitescher Formen
enthalten sind, als erstes Glied in eine Kette dhnlicher Sitze eingegliedert.

Auch die Resultate des § 3 behalten fiir Hermitesche Formen ikre
unverdnderte Giltigkeit. Es gilt also vorziiglich der Satz:

Hat man eine beliebige Hermitesche Form ¥ von verschwindender oder
nicht verschwindender Delerminante mit der Zahl q' als Charakteristik, so kann
man stets Hermitesche Formen P von nicht verschwindender Determinante
finden, dass die Determinante der Formenschar ¢®— P, wobei ¢ ein reeller
variabler Parameter ist, beliebig vorgegebene Elementartheiler besitzt; jedoch
muss man bei der willkirlichen Vorgabe der Elementartheiler darauf achten,
dass die imagindren Elementartheiler paarweise conjugirt imagindr von gleichem
Grade gegeben sind, dass die Anzahl der fir o = 0 verschwindenden Elementar-

*) S. Gundelfinger, Vorlesungen iiber analytische Geometrie der Kegelschnitte,
herausgegeben von F. Dingeldey, p. T4.

**) Christoffel, Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weiersirass. Dieses
Journal Bd. 63 (1864). In speciellerer Form wurde dieser Satz schon vorher von Hermite
(Comptes Rendus, tome 41) und von Clebsch (dieses Journal Bd. 57 und Bd. 62) an-
gegeben.

1) Erst wahrend der Drucklegung des vorliegenden Aufsatzes werden mir die
Untersuchungen von Herrn Corrado Segre, auf welche mich der geschitzte Herr Ver-
fasser giitigst brieflich aufmerksam machte, zuginglich. In Herrn Segres ,Nuovo campo
di ricerche geometriche“, Nota IV., Atti della reale academia delle scienze di Torino
vol. 26, 16. Nov. 1890, S.16 Anm. findet sich das specielle Theorem, welches dem Satze 3
des § 3 im Falle Hermitescher Formen von nicht verschwindender Determinante entspricht,.
angegeben.
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theiler genau gleich dem Defect von ¥ ist und dass schliesslich die fundamentale
Ungleichheit :

erfillt ist.

Der Beweis lisst sich auf folgende Art filhren: Man kann die ge-
gebene Hermitesche Form ¥, welche den Rang r und den Trigheitsindex ¢
hat, stets durch zwei conjugirt imagindire Substitutionen von nicht ver-
schwindender Determinante in die Normalform:

e k- 3 &,
a=1 a=q+1
iiberfiilhren. Betrachten wir dann die reelle quadratische Form aE‘:Eﬁ— E‘; s
a = a=gq

welche gleichen Rang, gleichen Trigheitsindex und gleiche Charakteristik

wie ¥ hat, so kann man nach dem ersten Satz des § 3 stets reelle quadratische

=nfl=n
Formen ¢ = 2 2 b,3£,6; von nicht verschwindender Determinante finden,

dass die Determmante der Schar reeller quadratischer Formen:
a=nf=n o
o2 Fount-[Z 8- 3 gl
die vorgegebenen Elementartheller hat. Ersetzt man diese Schar reeller
quadratischer Formen durch die Formenschar:
a=nf=n =q _ - a=r -
02 bt 3683 8L,
so reprisentirt die letztere Schar wegen der Realitit der Coefficienten
b,s und der Relation b,; = b,, eine Schar Hermitescher Formen. Die
Determinante dieser Formenschar hat, da sie mit der Determinante
der Schar reeller quadratischer Formen identisch ist, genau dieselben

Elementartheiler wie jene. Wendet man auf 5 2 b.s6., die zwei con-

a=1p8

jugirt imaginéiren Substitutionen von nicht verschwmdender Determmante,

a—n =n

welche 2 §.8,— 2 § g, in ¥ iiberfiihren, an, so geht 2 2 bapt,Es in

eine Hermztesche Form @ von nicht verschwindender Determmante tiber.
Da bei linearen Transformationen einer Schar bilinearer Formen die Elementar-
theiler invariant bleiben, so hat die Schar Hermitescher Formen o®— ¥ die
vorgelegten Elementartheiler.

Vermoge des bewiesenen Satzes bleiben auch die im § 3 gegebenen
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Definition der Charakteristik einer reellen quadratischen Form wunverdndert
giiltig, wenn man iiberall statt der Worte ,,quadratische Form* die Worte
,sHermitesche Form* setzt.

Auf die Untersuchung der Determinante einer Schar Hermitescher
Formen, die uns bisher in diesem Paragraphen beschiiftigte, kann auch die
Frage nach den Elementartheilern der charakteristischen Function einer be-
sonderen Gattung bilinearer Formen zuriickgefiihrt werden. Diese bilinearen
Formen sind auf folgende Art definirt: Es soll sich S nach der von Herrn
Frobenius*) dargelegten Symbolik als Product A4-B zweier Hermitescher
Formen A und B darstellen lassen, eine der zwei Hermifeschen Formen habe
dabei eine von Null verschiedene Determinante. Anders ausgedriickt: Die

a=nfi=n

zu betrachtende bilineare Form S = X ﬁz $.5%.Ys soll so beschaffen sein,
a=1 =1

dass sich ihre Coefficienten aus den Coefficienten zweier Hermitescher Formen
a=nf=n _— a=nfi=n — . = k=n

A= = ﬂé‘l G52, und B = =2 p{ b,pz,x; in der Form s, == @y by g

componiren lassen, hierbei habe entweder die Determinante von A oder die

von B einen von Null verschiedenen Werth.**) Wenn |A| von Null ver-

schieden ist, so kann fiir die charakteristische Function von S d. i. die Deter-
minante von ¢ E— S, wobei E = EE,‘" z,y, und o ein reeller variabler Para-
a=1

meter ist, geschrieben werden:
|-S+¢E| = |-A-B+¢E| = |A|-|-B+¢A7'|.

Mithin hat also |[oE—S| dieselben Elementartheiler wie die Determinante
der aus Hermiteschen Formen gebildeten Formenschar ¢ A~ — B; ich bemerke
noch, dass fiir jede Hermitesche Form A, wenn |A| von Null verschieden
ist, die Hermitesche Form A~', welche die reciproke Form von A ist, den-
selben Trigheitsindex wie A besitzt. Wenn |B| von Null verschieden ist,
8o wird: |0E—S|=|oE—A.B|=|oB™'—A|.|B|, also hat |oE— 8| dieselben
Elementartheiler wie |[pB~'—A|. Auf jeden Fall kann mithin die Frage
nach den Elementartheilern der charakteristischen Function dieser speciellen
Formengattung S auf die Untersuchung der Determinante einer Schar
Hermitescher Formen zuriickgefiihrt werden.

*) G. Frobenius, dieses Journal Bd. 84.
**) Vergl. S. Gundelfinger, Kegelschnitte, S. 70.
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